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PREFACIO

El objetivo que este libro se propone es el de introducir,
despacio, en la Lbégica Moderna a los estudiantes de secundaria
y universitarios, y también a los profesionales necesitados o
curiosos de lo que el estudio de la légica puede ofrecer: cla-
ridad, rigor y una técnica potente y asombrosa para analizar y
manejar los razonamientos.

Los capitulos marcados con doble asteriscos abarcan todo lo
exigido por esa parte del programa oficial de ldégica para el VI
afo del bachillerato dedicada a la Lo6gica Moderna. Los marcados
con uno solo, dan informacidon importante para el cabal entendi-
miento de ellos y deben, por tanto, leerse. Los otros van un po-
co mas adentro en la disciplina y estan dedicados a los estudian-
tes universitarios. En todos los capitulos abundan los ejemplos y
al final de algunos de ellos en los que tal cosa conviene, se han
puesto bastantes ejercicios cuyas respuestas aparecen al final.

La indole del libro ha hecho recomendable detenerse prolija-
mente en los detalles béasicos de esta disciplina, importante des-

de siempre pero hoy en dia indispensable, al igual que en aque-



a
lios aspectos suyos en donde desemboca en la practica. Se ha pro-
curado, igualmente, complementar esta abertura a la practica me-
diante esa fundamentacion realista de la ldgica que siempre exi-
ge el que estima, vive, trabaja, piensa y sufre la realidad.
Los capitulos de este primer tomo son:

Introduccidén.

Proposiciones primarias y secundarias.
Formalizacion del lenguaje.

Los operadores l6égicos preposicionales.
Los puntos.

Otras notaciones y los operadores de Sheffer.
La traduccion.

Las tablas.

El método de Quine.

Las transformaciones.

El método de Post.

Las formas normales.

Los del segundo:
Las tautologias.
La demostracion.
El calculo de proposiciones.
El calculo de clases.
El calculo de predicados.
El calculo de relaciones.
La l6gica aristotélica.
La matematica.
Aplicaciones de la légica a los circuitos eléc-
tricos.
Expreso publico agradecimiento al Profesor Agustin Colamar-
co, de la Universidad de Panama, y al Profesor Ricaurte Arcia, Di-
rector del Instituto Fermin Naudeau. Sin el apoyo, la cordialidad
y la inteligencia de estos dos profesores tan preocupados por la
educacion y la cultura en nuestro pais, este modesto libro no ha-
bria sido posible. Tengo confianza en que los joévenes lo acojan
con el entusiasmo que tan justamente merece la belleza, la preci-

sion y la elegancia de la Ldgica Moderna.

Aeosto de 1962 Panam3i



INTRODUCCION. -

Los ultimos cien afios han sido un verdadero renacimiento
para la légica» Agquella opinidn, expresada por Kant, de que la
I6gica habia nacido adulta, terminada, perfecta, de las manos
de Aristoteles, fue abandonada en la pasada centuria inician-
dose entonces un enfoque nuevo de la disciplina bien rico en
descubrimientos»

Este enfoque nuevo de una cuestion vieja se inspiro en la
matematica, desde siempre célebre por su claridad y exactitud»
La idea generadora, matriz de la légica moderna, fue la de a-
provechar el calculo algebraico latematico dandole otra inter-
pretacién. Ea decir, que a las letras (variables) %, y, z, etc...
se las toatté como representantes, no ya de cantidades como era
lo usual, sino de gosas y de acontecimientos» Bajo esta novedo-
sa interpretacion del algebra, la variable x, por ejemplo, po-
dia tener el valor de caballos (en tanto que concebidos mental-
mente; es decir, el concepto de caballo), o bien el del hecho-o
acontecimiento de ser los caballos animales» (Es decir, la pro-
posicidén: *Los caballos son animales*)» EIl resultado, el alge-

bra booleana, llamada asi en honor a George Boole (1015-1004),
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su principal creador, fue un algebra que permitia, con perfecto
sentido y aplicabilidad, la suma, la resta y la multiplicacion
de conceptos y de proposiciones (cosas y acontecimientos), y to-
do ello con la misma exactitud con la que el mateméatico sumaba,
restaba y multiplicaba ndmeros. Es decir, que en el fondo el
descubrimiento de Boole y el inicio de la Iégica moderna, fue la
comprobacién de que el algebra no derivaba su validez de su con-
tenido, de la naturaleza del numero con la que tradicionalmente
habia funcionado, sino que de su propia estructura formal, de las
propias Leyes del Pensamiento. (Es el titulo del libro, ya clasi-
co, de Boole). En definitiva, el gran hallazgo fue la independen-
cia y libertad del algebra con respecto al numero; la noticia,
bien sorprendente, de que tendria sentido que hava algebra aun
cuando no existieran nudmeros.

Y ademas, claro esta, de que se podia traer un poco de cla-
ridad y rigor al pensamiento humano, desterrando aquellos razo-
namientos vagos entre cuyas ambiguedades se colaban los absurdos.

Desde entonces, la dedicacién constante y fecunda, por par-
te de grandes pensadores como Schroder, Whitehead, Russell, Hil-
bert, etc..., al algebra booleana, llamada también logistica.
algebra logica, ldgica simbdlica, loégica matematica o, mas sim-
plemente, légica moderna, la ha transformado mucho. Ya no des-
cansa o parte de los principios matematicos. Muy por el contra-
rio, ha logrado llegar a ellos, demostrarlos como teoremas, par-
tiendo de sus propios principios. De modo que hoy en dia, mas

que de légica matematica habria que hablar de matematica lIégica.
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La l6égica ya no es matematica, como lo fue para Boole. Es la ma-
tematica la que se ha hecho légica, logrando, al fin, la funda-
mentacion realista cuya falta le habia dado aquella tendencia
suya notoria al idealismo y, en algun caso, (Pitagoras), a la
religion. No existe, hoy, tratado moderno de matematica que no
comience dando nociones de ldgica. Por supuesto, lo que decimos
de la matematica habria que decirlo igualmente de toda ciencia
que aspire al rigor.

Conserva la l6égica de la matematica, empero, (su progenito-
ra histdrica, que ya no sistematica), el empleo de una notacidén
muy elaborada y a veces semejante a la suya, que le permite, con
tra lo que podria pensarse, presentarse a la inteligencia con
mayor claridad, economia y precision. No debemos dejarnos embau-
car por esa ’selva de signos” creyendo que se trata de algo di-
ficil. Esos signos, necesariamente raros todavia por lo novedo-
sos, estan alli con el solo propdsito de presentar con claridad
a la disciplina que mas que cualquiera ama la claridad y que de-
be ser bien facil, porque razonar, después de todo, es algo que
hacemos mas o menos bien desde los siete afios de edad. Por otra
parte, ¢(qué es el lenguaje con el que hablamos, pensamos y Vivi-
mos, si no una serie de signos? La uUnica diferencia entre estos
y los que la l6égica emplea es que los de la légica son mas faci-
les.

La I6égica moderna parte del supuesto de que el lenguaje es-
ta estrechamente emparentado con el pensamiento. (Platéon llegd a

decir que hablar y pensar eran una y la misma cosa). Por ello,



en vez de ponerse a la dificil tarea de estudiar algo tan proble-
matico y dificil de aislar como es el pensamiento, lo estudia des-
de el lenguaje mismo, puesto que en €l estaran traducidas todas
sus caracteristicas™ 1 esto lo hace la légica buscando justamente
ser mas clara y mas facil* Tratar al lenguaje, que es cosa mate-
rial, bien manuable, que puedo poner en un papel o en una piza-
rra sin que salga huyendo obligdndome a perseguirlo, es cosa a
todas luces mas facil que estudiar al pensamiento tan huidizo y

sutil*



PROPOSICIONES PRIMARIAS
Y SECUNDARIAS. -

El mundo esta lleno de cosas. (Juan, Pedro, Maria, aquellos
caballos, esos libros, esos mortales, etc.».). Pero estas cosas
no estan aisladas las unas de las otras sino relacionadas, conec-
tadas. (Maria estd enamorada de Juan. Los caballos son mortales.
Etc...). A estas relaciones lea llamamos hechos o acontecimientose
El mundo se compone, pues, de cosas y de hechos. Nada mas. Ahora
bien, comoquiera que los hechos también estan relacionados (Si
Maria estd enamorada de Juan, Pedro se enoja con Juan. Etc...),
podemos decir que el mundo se compone de relaciones, y que hay
dos clases de relaciones: relaciones entre cosas y relaciones en-
trt tastos

El hombre no estad cerrado, sino abierto al mundo. Su rasén
refleja todo lo que en el mundo hay: cosas y hechos.

Al reflejo racional de las cosas en sus relaciones les llama-
mos concentos, y al de los hechos, juicios. La rasén hace, coa los
conceptos y los juicios, lo que la realidad con las cosas y los
hechos: relacionarlos. Tanto las relaciones entre conceptos como
las relaciones entre juicios, son juicios. Hay, pues, dos clases

de juicios: juicios que relacionan conceptos (que llamamos juicios
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simples) y juicios que relacionan juicios (que llamamos juicios
compuestos -se entiende que de otros juicios-).

El hombre da todo lo que recibe. Las cosas, que su razon
recibe como conceptos, las da como palabras (que significan
-mediante los conceptos- esas cosas). Los hechos, que recibe
como juicios, los da como proposiciones (enunciativas). Este
lenguaje compuesto de palabras (que reflejan los conceptos que
reflejan las cosas) y de proposiciones (que reflejan los juicios
que reflejan los hechos) hace con las palabras y las proposicio-
nes lo mismo que la razédn con los conceptos y los juicios y lo
mismo que la realidad con las cosas y los hechos: relacionarlos.
Tanto las relaciones entre palabras como las relaciones entre
proposiciones, son proposiciones. Hay, pues, dos clases de pro-
posiciones: proposiciones que relacionan palabras (que signifi-
can -mediante los conceptos- cosas), que llamamos proposiciones
primarias o generales, y proposiciones que relacionan proposi-
ciones, que llamamos proposiciones secundarias o elementales.

Asi, por ejemplo, la proposicion:

Los hombres son mortales.
Es primaria o general, porque expresa una relacidn entre las pa-
labras "hombre" y "mortal’”. En tanto que la proposicion:

Si Pedro pone el agua al fuego, entonces el agua
hierve.

Es secundaria o elemental, porque expresa una relacion entre las

proposiciones "Pedro pone el agua al fuego" y "EIl agua hierve".
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Realidad Razoén Lenguaje
Relaciones r Relaciones _ Relaciones r
(hechos) fCosas (Juicios) \ Conceptos (proposicio- (Palabras
entre..... < entre.~e.. / nes) entre../

[_Hechos | [~Juicios | Proposi-
teiones

La razédn se interesa en el mundo o realidad, el lenguaje en
la razén, y la légica en el lenguaje. La ldgica se interesa en el
lenguaje porque refleja a la razon (lo estudia en tanto que refle-
jo de la razén y no como lo hace la filologia, por ejemplo), y le
interesa la razon porque refleja al mundo. El interés de la ldgica
en la razén y el mundo es indirecto. En todo caso, prefiere estu-
diarlos en la forma mas modesta pero segura y cientifica: refleja-
dos en el lenguaje, especialmente el escrito.

Si la ldégica estudia el lenguaje, y el lenguaje se compone de
proposiciones, y hay dos clases de proposiciones, parece convenien-
te dividir a la ldégica en dos partes, una que se haga cargo del es-
tudio de las proposiciones primarias y otra de las secundarias. La
parte de la légica que estudia las proposiciones primarias (relacio-
nes entre conceptos) se la llama légica de clases o de conjuntos,
(las clases -conjuntos- son conceptos), y a la parte que estudia
las proposiciones secundarias o elementales se la llama ldégica
preposicional.

Esta segunda parte tiene una prioridad sistematica -no cronolo-

gica- sobré la primera y conviene comenzar por ella.
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FORMALIZACIOH DEL LENGUAJE.-*7*

En espafol, y en cualquier otro lenguaje, las proposiciones
se relacionan mediante unas palabras especiales que no tienen

sentido por si solas y que se llaman sincategorematicas* Tales

son, por ejemplo, las palabras "o”’, "y", "'si..., entonces.s

""si, y so6lo si', "a menos que', "pero'", sin embargo", etc...
Con estas palabras o términos sincategoremeéticos, que podemos
llamar también términos l&égicos, unimos, conectamos, relaciona-
mos, dos proposiciones para formar otra proposicion. Considéren-

se, aisladamente, las siguientes proposiciones:

Haria esta enamorada de Juan.
Pedro se enoja con Juan.

Podemos conectarlas, relacionarlas, mediante cualquiera de los tér

minos loégicos aludidos, de lo que resulta otras proposiciones:

(1) Maria esta enamorada de Juan o Pedro se enoja
con Juan.

(2) Maria estd enamorada de Juan y Pedro se enoja
con Juan.

(3) Si Maria esta enamorada de Juan, entonces Pe-
dro se enoja con Juan.

(4) Maria esta enamorada de Juan si, y so6lo si Pe-
dro se enoja con Juan.
(Después consideraremos los otros términos légicos). A pesar
de estar estas proposiciones compuestas, compuestas de las mismas

proposiciones, son bien diferentes.



En espafol, a las proposiciones compuestas por dos proposi-
ciones unidas por "0o”’, como (1), se las llama disyunciones, A
las que son como (2), es decir, compuestas por dos proposiciones
unidas por "y”’, se las llama conjunciones, A las que son como
(3), condicionales, y a las que son como (4), bicondicionales.
(ya veremos por qué).

Las tres proposiciones siguientes son disyunciones:

Pedro estudia o el agua hierve,
Maria estudia o Pedro pone el agua al fuego,
a™b

El tercer ejemplo, tomado del lenguaje matematico, se lee:
"a es menor o igual que b", lo cual es una abreviatura de: "a es
menor que b o a es igual que b".

Las tres proposiciones siguientes son conjunciones:

Pedro estudia y el agua hierve.
Maria viaja y Pedro pone el agua al fuego.
a=b y b>=c
Las tres siguientes son condicionales:
Si estudias, entonces sacaras buena nota.
Si pones el agua al fuego, entonces hierve.
Si multiplicamos dos numeros negativos, entonces
el resultado es un numero positivo.

Y las tres siguientes, bicondicionales:

Pedro viaja si, y s6lo si Maria estudia.

a=b si, y so6lo si b<a

Dos triangulos son semejantes si, y solo si dos de
sus angulos correspondientes son iguales.

A todos estos términos légicos considerados (o', "y', "'si..
entonces", ''si, y so6lo si') los podemos llamar binarios porque

conectan dos proposiciones. Hay otro término légico muy impor-

tante que también sirve para hacer proposiciones compuestas, pe-
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ro con una sola proposicion. Es la expresién: "No es el caso

que..."”". A estas proposiciones compuestas les llamamos nega-
ciones. Las siguientes, por ejemplo, lo son:
No es el caso que Maria estudia.
No es el caso que Berlin es la capital de Panama.
No es el caso que el agua hierve.

No consideramos la expresion: '"Si es el caso que..."", o "Es
verdad que...', porque, en rigor, no hacen nada légicamente sino
sblo retéricamente. Las proposiciones "Maria estudia™ y "Si es
el caso que Maria estudia™ son diferentes sdélo desde el punto de
vista de la retdrica, no de la ldgica.

Por udltimo, conviene poder distinguir entre proposiciones
como "No es el caso que Maria estudia" y "Maria no estudia'". La
primera es una negacion, es decir, una proposicidon negada. La
segunda es una proposicidn negativa, es decir, una proposicion
cuyo predicado esta negado. La ldégica proposicional se interesa
s6lo en la primera. (Que puede ser, por supuesto, la negacién de
una proposicidon negativa)s Sin embargo, en aras de la claridad y
de un espanol mas familiar, emplearemos proposiciones negativas
en las veces de negaciones en los casos en que esto sea legitimo
y conveniente.

Por otra parte, es evidente que habriamos podido ilustrar lo
mismo con negaciones, disyunciones, conjunciones, condicionales,
bicondiclénales, compuestas de proposiciones que son también a
su vez proposiciones compuestas. Un ejemplo sélo para cada cual:

(5) No es el caso que Pedro estudia y que Maria
viaja.

Ss una negacion igualmente, sélo que esta ves de una proposicion



compuesta (conjuncion)#

(6) Pedro estudia y no es el caso que Maria viaja,
o me han dado una noticia falsa.

Es una disyuncién, una de cuyas proposiciones que la componen
-la primera- es una conjuncién, (la cual, por cierto, esta com-
puesta de dos proposiciones una de las cuales -la segunda- esta
negada)e

(7) Me he encontrado con Pedro en el cine y le he
visto con Juan o con Enrique.

Es una conjuncién, una de cuyas proposiciones que la componen -la
segunda- es una disyuncion.

(&) Si a=b y b>=c, entonces a?c
Es una condicional, una de cuyas proposiciones componentes -la de
la izquierda- es una conjuncion.

(9) Un cuerpo esta en reposo o en velocidad cons-
tante si, y soOlo si estad en equilibrio.

Es una bicondicional, una de cuyas proposiciones componentes -la
primera- es una disyuncion.
Puede haber, claro esta, proposiciones mucho mas compleja
Por ejemplo:
(10) Si Pedro estudia o no es el caso que Maria
come* entonces iré al cine o al teatro si,
y sblo si me dan dinero y no es el caso que
me lo prohiben.
Se trata de una condicional una de cuyas proposiciones -la de la
izquierda- es una disyuncion que tiene una proposicion -la segun-
da- negada. La proposicion de la derecha de la condicional es una
bicondicional una de cuyas proposiciones que la componen, la i

la izquierda, es una disyuncion. La de la derecha es una con'jun -

cién que tiene una proposicion «la de la derecha- negadaxc
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Quizéa pueda verse esto méas claro empleando paréntesis para

indicar el alcance de los términos logicos.

Si {(Pedro estudia) o Tno es el caso que (Maria
come)}} , entonces {[(iré al cine) o (al teatro)}

si, y solo si{(me dan dinero) y {no es el caso
que (me lo

Son proposiciones de este tipo las que decimos y entende-
mos desde la infancia.

Ahora bien, comoquiera que la légica proposicional se inte-
resa en las relaciones entre proposiciones y no en la proposicion
misma considerada en su significado factico, podemos prescindir
de lo factico en las proposiciones compuestas dejando sélo su es-
queleto formal, ldégico:

No es el caso que...

e o (O ® o

e Y .
Si.entonces...

... Si, y solo si...
Donde los espacios punteados son lugares en los que cabe cualquier
proposicion.

La I6gica moderna ha recurrido al expediente de representar
estas proposiciones cuyo lugar son los espacios punteados, por
unos simbolos determinados, y que son las letras latinas mindscu-
las a partir de la p (primera letra de la palabra "proposicion).
De modo que los cinco esquemas vacios de arriba podemos represen-
tarlos asi:

No es el caso que p

q
p, entonces (q
i, vy sbélo si q

Donde "p', "q', etc..., son proposiciones. Dicho de otro modo,

p
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wqg’’, etc..», son variables que admiten como valores proposiciones.
Y esto porque definimos el concepto de variable asi:

VARIABLE ES UN SIMBOLO QUE REPRESENTA O SUSTITUYE
UN MIEMBRO CUALQUIERA DE UN CONJUNTO DE COSAS PRE-
VIAMENTE ESTABLECIDO.
A este conjunto llamamos dominio de la variable, y a cualquier
miembro de él, valor de la variable.

Los valores de las variables "p”’, ”’q”, etc..., son, asi, pro-
posiciones. Pero dentro del dominio de la variable (el conjunto
formado por todas las proposiciones), hay dos clases (dos subcla-
ses 0 subconjuntos) de proposiciones: la formada por las proposi-
ciones verdaderas y la formada por las proposiciones falsas.

Es decir, que las variables que acabamos de introducir para
formalizar y simplificar el lenguaje tienen como valores cualquier
proposicion. (Llamémosle, a cada uno de estos valores valor signi-
ficativo) s Pero también la verdad o falsedad de esa proposicion.
(A este valor llamémosle valor veritativo).

Con este artificio convencional, podemos representar cualquier
proposicion compuesta de modo que esté de manifiesto lo Unico que
a la loégica le interesa: las relaciones.

A continuacion simplificamos con el uso de las variables las

proposiciones numeradas que se han puesto de ejemplo:

(1) pog

2 pyaq

(3) Si p, entonces (¢

(4) P si, y so6lo si q

($) No es el caso que (p vy Q)

(6) (pynoes el caso que q) o r

(7) py (o n)

B) Si (py qgq), entonces r

© (poq si, v solo sir

(10) Si (p o no es el caso que ), entonces ~(r o s)
si, y sOlo si (t y no es el caso que u)j
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LOS OPERADORES LOGICOS
PROPOSIGIONALES.- >

Dadas unas proposiciones (p, g, etc..»), podemos hacer otras
relacionandolas entre si. A la operacidon mental mediante la cual
transformamos una o dos proposiciones para hacer otra, la llama-
mos operacidn légica proposicional. y al signo que la expresa
operador légico proposicional. Los operadores légicos preposicio-
nales pueden ser binarios o monarios. dependiendo esto de si ope-
ra sobre dos proposiciones o solamente una. La expresidn que expre
sa una operacion expresa igualmente el resultado de esa operacion.
Por ejemplo, en matemética n5 x 3”7 expresa una operacion (de mul-
tiplicacion) , pero también su resultado (15)¢ De igual modo
”p ¢ gqw expresara una operacion (de multiplicaciéon légica),
pero también su resultado.

Podemos dar el significado de un operador de una forma
ostensiva mediante lo que se conoce por tablas. Asi, por ejem-
plo, el significado del operador matematico wxw lo da la siguien-

te tabla (de multiplicaciéon):



a b axb
1 1 1
1 2 2
1 3 3
2 1 2
2 2 4
2 3 6
0 i é
a 2 16
& 3 24

En las dos primeras columnas se ponen todos los diferentes
arreglos (con repeticion) posibles de valores (numeros) de las
variables numéricas "a” y ”bw, y en la tercera columna el resul-
tado de ese caso. Esta tabla, evidentemente, no esta terminada,
ni podria estarlo, porque los valores posibles de "a" y wbn son
infinitos. En légica la cosa es mucho mas facil y sencilla, por-
que los valores que a la loégica le interesan (los valores verita
tivos) son unicamente dos (para una légica bivalente como la que
estudiamos): verdad (V) y falso (F).

El algebra combinatoria nos dice que los arreglos (con re-
peticiéon) de m elementos tomados de n en n, son mll* Es decir que

mn« Luego, todos los arreglos (con repeticidn) posibles

de los valores (dos: ¥ y F) de dos variables son 2 - 4. A saber:

P q
V F
F ¥
F F

Luego, si tenemos en cuenta que ©1 significado del operador sera
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el arreglo (con repeticidén) de los dos valores veritativos en los

cuatro casos posible, resulta evidente que el numero de operadores

X XI XI X XIV XV XVI
F F F F F F F
VAR, v F FF F
V F F Vv vV OF F
F oV F Vv F oV F

De estos 16 operadores posibles hay algunos muy interesantes
(11, VvV, VIIL, VIll) porgue coinciden mas o menos con los términos
I6gicos tratados anteriormentec

De acuerdo con la misma férmula de arriba, hay cuatro posi-

bles operadores monarios» A saber:

m< O
<< P
n< N
<7 w
mT A

De ellos, unicamente el 3 es interesante»
Convenimos en representar las operaciones que dan los resul-

tados 3, 11, VIII, V, VII, con 103 siguientes operadores respecti-

vamente: v, wew, w3>", De modo que el significado
de estos operadores esta puesto de manifiesto ostensivamente en

las siguientes tablas:
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V F VoV v VoV v

F \Y V F \Y V F F
F V v F V F
F F F F F F

AV4 \Y

P g pog p q P9

vV V V vV V V

V F F V F F

F Vv v F VvV F

F F v F F v

Ahora vamos a ver estos operadores por separa

La Negacion.-
La tabla 1:

P p
\ F

F Y

Nos dice que si una proposicidon cualquiera (p) es verdad, la pro-
posicion —p es falsa, y que si es falsa, la proposicion -p es
verdad.

Por otra parte, conectando con el capitulo anterior, tenemos
que la negacion: "No es el caso que p" se comporta de igual forma.
En efecto, si una proposicidon cualquiera es verdad, la proposicion
que resulta cuando a la anterior se le agrega "No es el caso que..."
es falsa. E inversamente, si la primera es falsa, la segunda es
verdad.

En vista de esto, llamamos al signo operador "—" signo de la
negaciéon y al esquema o funcién afectado por ese signo (por ejemplo

p") una negacion.
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El esquema o funcidn podemos interpretarlo (traducirlo
al esparfol), de cualquiera de las siguientes maneras:

No es el caso que p
No es verdad que p
No es cierto que p
Es falso que p
Es mentira que p
No-p
Ya que todas estas interpretaciones (traducciones) se comportan
I6gicamente igual que la operacidn que comentamos* La diferencia,
si alguna, es puramente retdrica y por tanto despreciable para la
I6gica* Nosotros vamos a preferir la primera y la dltima, por ser
méas puras légicamente, pero usaremos las otras cuando el caso asi
lo aconseje para no desembocar en un espafnol demasiado duro*
Podemos resumir el significado de la negacidn de la siguien-
f
te manera:

LA NEGACION DE UNA PROPOSICION VERDADERA ES FALSA.
LA NEGACION DE UNA PROPOSICION FALSA ES VERDADERA*

Llamamos a la negaciéon también funcién de contradictoriedad*
Funcién, porque su valor depende del que se le asigna a sus va-
riables, y de contradictoriedad porque su valor, en cada caso, es
el contradictorio del que niega*

Para terminar con ella, es importante recordar que el signo

es un operador proposicional* Niega a una proposicidn, que

no a una palabra, concepto o conjunto* Si es "Pedro estudia’,

p

interpretamos (traducimos) ""—p' como "No es el caso que Pedro
estudia'™, y no como "Pedro no estudia', porque en este segundo ca
so se esta negando el predicado, que es ufa palabra, concepto o

conjunto* Aunque el resultado sea el mismo légicamente (y en este



caso lo es) no tenemos derecho, en la légica proposicional, de me-
ternos dentro de la proposiciéon, es decir, de considerarla prima-
ria» A pesar de ello, sin embargo, tal y como ya lo advertimos an-
teriormente, nosotros lo haremos en aras de la claridad cuando el

caso asi lo aconseje y sea legitimo»

La PisyunQiOB»-
Considérese ahora la tabla 11:

pVvaq

TTI<<O
nT<n<
<< <

Ella nos dice que.dos proposiciones conectadas por el operador "v"
hacen una proposicion que es verdad siempre, salvo cuando las dos
proposiciones son falsas»

Tenemos, justamente, una expresion en espafiol que se comporta
de un modo bastante parecido a esto» Es el término légico o* con
el que hacemos disyunciones»

En efecto, la proposicion:

Pedro estudia o Maria come»

Es verdad cuando Pedro estudia y Maria come, (cuando es verdad que
Pedro estudia y es verdad que Maria come)» Verdad igualmente cuando
Pedro estudia pero Maria no come, (cuando es verdad que Pedro estu-
dia pero falso que Maria come)» Y es también verdad cuando Pedro no
estudia y Maria come, (cuando es falso que Pedro estudia pero verdad
que Maria come)» La proposicion citada es falsa unicamente cuando Pe-

dro no estudia ni Maria come, (cuando es falso que Pedro estudia y es
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falso también que Maria come) ¢
Es bien posible que nos extrafie eso de que la proposicidon "Pe-
dro estudia o Maria come" sea verdad cuando es verdad que Pedro es-
tudia y verdad que Maria come, (el primer caso que la tabla regis-

tra) , porque en espafol la expresion "o0” implica algunas veces una

mutua exclusividad de sus términos. Por ejemplo, en la siguiente
(Tarski):

Un nifo molesta a su padre para que le compre un juguete y le
Illeve a la playa. Y le dice el padre: "Te compro el juguete o te
llevo a la playa”. En este caso, si el padre le compra el juguete
y ademas le lleva a la playa, ha mentido, es decir, ha expresado
una falsedad, y no una verdad como lo dice la tabla, porque la dis-
yuntiva que le expresdé al nifio implicaba una muatua exclusividad, una
encrucijada: el juguete por un lado y la playa por el otro, pero no
las dos cosas. Es decir, que si le compraba el juguete no le lleva-
ba a la playa y que si le llevaba a la playa, no le compraba el ju-

guete.

En resumen, el signo "v" no se comporta exactamente como el "o"

espafnol, pues en algunos casos este ultimo tiene un caracter de mu-

tua exclusividad que "v'" no tiene. El "v" dice, segun lo pone de ma-

nifiesto su tabla de valores veritativos, que la una cosa y no la o-
tra, o la otra cosa y no la una, o ambas cosas a la vez. Es decir,
que dice méas (en rigor, menos) que el "o" con caracter exclusivo

pues lo incluye dentro de su significado, ya que todas las veces

que el "o0" con caracter exclusivo es verdad, también lo es "v

En otros casos, sin embargo, el "o0" espafol no tiene ese ca-



racter de mutua exclusidon o encrucijada. Por ejemplo:

Anuncia el Ministerio de Relaciones Exteriores que considera
panamefios a los nacidos en Panama o los casados con los nacidos en
Panama. Esto significa que es panamefio quien ha nacido en Panami
pero estd casado con extranjero, que también es panamefio quien es-
t4 casado con un nacido en Panama, aunque €l hava nacido en otra
parte, pero que también es panamefio quien ha nacido en Panama y
encima se ha casado con alguien nacido en Panaméa, (la inmensa ma-
yoria, por cierto). Es decir, que en este caso el "o0" no implica
la exclusidbn mutua de sus términos. Es este "0” que no tiene ca-
racter de encrucijada el que se comporta como ''v'.

Para evitar confusiones, vamos a emplear en espafol la ex-
presion "o" para expresar la disyuncién que no tiene caracter ex-
clusivo, y la expresion "o... 0..."" para la que si la tiene. De
acuerdo con esto, el udltimo ejemplo se diria:

Son panamefios los nacidos en Panama o casados con
los nacidos en Panama.

(Que es una abreviatura para "Son panamefios los nacidos en Pana-
mad o son panamefios los casados con los nacidos en Panama™)es 7 el
primero, en cambio:
0 te compro el juguete o te llevo a la playa.

Generalmente es el contenido factico de las palabras lo que
nos advierte si la disyuncidon es exclusiva o inclusiva. Por ejem-
plo, cuando digo "Sané o ha muerto" es evidente que se trata de
una disyuncion exclusiva, porque el contenido factico de las pro-
posiciones "El sandé" y "El ha muerto"” se repelen entre si, se ex-

cluyen mutuamente, no pueden ser ambas verdaderas. Porque la ma-
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teria, el contenido factico, el significado de las proposiciones
nos declara el tipo de disyuncién que las une, el lenguaje corrien
te se ha dispensado de la molestia de usar dos expresiones diferen
tes, una para cada tipo de disyuncidn. Ahora bien, comoquiera que
la lI6gica (formal) no relaciona los contenidos facticos, los valo-
res significativos de las proposiciones (incluso recurre al expe-
diente de representar las proposiciones con variables gque no nos
dicen nada de su contenido factico), no nos queda mas remedio que
declarar explicitamente qué disyuncién queremos expresar. Por otra
parte, es recomendable, para ganar rigor, hacer esta explicita de-
claracion incluso en el lenguaje espafiol, ("o0” y "0O... 0O...""). De
acuerdo con esto, la proposicidn recientemente citada ganaria ri-
gor si la expresaramos: 70 san0 o ha muerto'e

En latin hay dos expresiones para "o", a saber "aut" y "vel".
Se empleaba "aut" para las disyunciones con caracter exclusivo
(""o... 0..."), y "vel" para las disyunciones con caracter inclusi-
vo, es decir, para las que admitian fuesen verdad los dos términos
de la disyuncién a la vez ("'0"). De "vel" viene, por cierto, el em
pleo del signo '"v'". (Méas adelante veremos el signo operador de la
disyuncion exclusiva)e

Hecha la aclaracion anterior, podemos llamar a "v" el signo
operador de la disyuncion (se entenderad que de la disyuncion in-
clusiva, a menos que se declare explicitamente otra cosa), y al
esquema o funcidn "p v " una disyuncion o funcidn disyuntiva
(que leemos "p o ')

Resumimos el contenido de la tabla (que también llamamos ma-
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tria) de la disyuncion, asi:

UNA DISYUNCION ES FALSA UNICAMENTE CUANDO SUS DOS
TERMINOS SON FALSOS.

Si convenimos en llamar disvunto a cada término de una dis-
yuncion, podemos expresar lo anterior de cualquiera de las si-
guientes formas:

ES NECESARIO QUE AMBOS DISYUNTOS SEAN FALSOS PARA
QUE LA DISYUNCION SEA FALSA.
ES SUFICIENTE QUE ALGUN DISYUNTO SEA VERDAD PARA
QUE LA DISYUNCION SEA VERDAD.

A la disyuncién también se la llama suma légica por ciertas
analogias, que posteriormente se pondran de manifiesto, con la
suma algebraica. Boole, por cierto, la representd con el signo
de esta ultima (""e'), dandole sin embargo el caracter exclusivo
que le quitaria después Jevons y Schroder.

Para terminar, hemos de advertir que hay por lo menos una
manera mas de poder expresar en espafol la disyuncién o suma l6-

gica. Cuando digo, por ejemplo:

Pedro se ha ido al cine a menos que le haya visi-
tado Juan.

He dicho la verdad si es verdad que Pedro se ha ido al cine y
falso que lo haya visitado Juan. He dicho la verdad igualmente
si es falso que Pedro se ha ido al cine pero verdad que lo ha
visitado Juan. Y he dicho la verdad también si es verdad que Pe-
dro se ha ido al cine y es verdad que lo ha visitado Juan, (pu-
dieron haberse ido al cine juntos, después de haberlo visitado
Juan)e He mentido, he dicho una falsedad, uUnicamente si es falso

que Pedro se ha ido al cine y falso que Juan lo ha visitado. Es,
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pues, evidente que la expresidon wa menos que" se rige por las mis-

mas condiciones que la disyuncidon o suma légica y podra, por tanto,

traducirla.

Es decir, que estas cuatro proposiciones:

Pedro estudia o Maria come.
Te compro el juguete o te llevo a la playa.
Son panamefios los nacidos en Panama o los casados
con nacidos en Panama.
Pedro se ha ido al cine a menos que lo haya visi-
tado Juan.

Pueden traducirse (al simbolismo légico) todas ellas de la misma

manera, a saber:

pVvq

La Conjuncion.-

La tabla 111:

P 4 p -
VoV v
V F F
F Vv F
F F F

Nos dice que dos proposiciones conectadas por el signo operador
hacen una proposicion que es verdad Unicamente cuando sus
dos términos o proposiciones que la componen son verdad.
2
(Al igual que llamamos a los términos de la disyuncion dis-
vuntos, podriamos llamarle conjuntos a los de la conjuncién, pe-
ro esto introduciria un equivoco muy incémodo porque el término
conjunto como clase o coleccidn de cosas juega un papel muy im-

portante en la légica. Se podria obviar este equivoco llamando-

les conjunctos a los términos de la conjuncién, pero esta pala-
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bra es de dificil pronunciacion. Por todo lo cual es preferible lla-
marles, entonces, términos de conjuncidon o factores l6gicos).

Con respecto a la interpretacidn en espafiol no nos encontramos
con ninguna dificultad, porque contamos con una expresion que se
comporta exactamente como el signo es decir, una expresion
que es verdad unicamente cuando son verdaderas las dos proposicio-
nes de las que esta compuesta. Es la expresion wyw con la que ha-
cemos las proposiciones llamadas conjuntivas o conjunciones. Por
esta razén, vamos a llamar a w.w el signo operador de la conjun-

cion. y al esquema o funcién "p . gw una conjuncién o funcién con-
UHQUva.

En efecto, toda proposicion con la forma de:

Pedro estudia y el agua hierve.

Es falsa cuando cualquiera de sus términos es falso. En el caso par-
ticular del ejemplo, es falsa cuando Pedro estudia pero el agua no
hierve, (cuando es verdad que Pedro estudia pero falso que el agua
hierve)s Es falsa también cuando Pedro no estudia y el agua hier
ve, (cuando es falso que Pedro estudia pero verdad que el agua hi
ve). Y falsa igualmente cuando Pedro no estudia y el agua no hier-
ve, (cuando es falso que Pedro estudia y falso que el agua hierve).
Es verdad unicamente cuando es verdad que Pedro estudia y es verdad
que el agua hierve; es decir, cuando Pedro estudia y el agua hier-
ve.

No hay, pues, problema de traduccién o de interpretacidén. La
conjuncion espafiola se comporta exactamente como la conjuncion 16-

gica, que llamamos también producto légico por ciertas analogias
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que tiene con el producto algebraico y que veremos posteriormente.

(Casi todos los autores, comenzando con el mismo Boole, la repre-
sentan con un punto o con un espacio en blanco entre dos variables
o funciones relativamente prdéximas, es decir, exactamente como se
representa el producto algebraico)-

Resumimos el contenido de la tabla o matriz de la conjuncién

de la siguiente manera:

UNA CONJUNCION ES VERDADERA UNICAMENTE CUANDO SUS
DOS TERMINOS SON VERDADEROS.

Lo anterior podemos eXxpresarlo también en cualquiera de las

siguientes formas:

ES NECESARIO QUE AMBOS TERMINOS DE LA CONJUNCION
SEAN VERDAD PARA QUE LA CONJUNCION SEA VERDAD.
ES SUFICIENTE QUE ALGUN TERMINO DE LA CONJUNCION
SEA FALSO PARA QUE LA CONJUNCION SEA FALSA.

Para terminar, hemos de advertir que hav otras maneras de
expresar en espafol la conjuncidon ldgica. Expresiones como:

Pedro estudia aunaue Maria viaja.

Pedro estudia pero Maria viaja.

Pedro estudia a pesar de que Maria viaja.
Pedro estudia bien a pesar de aue Maria viaja.
Pedro estudia, sin embargo Maria viaja.

Pedro estudia, y sin embargo Maria viaja.
Pedro estudia, Maria viaja.

Pedro estudia. Maria viaja.

Pedro estudia y Maria viaja.

Se representan simbdlicamente de la misma manera, ya que su dife-
rencia es puramente retdrica. Es decir, que todas ellas las repre-
sentamos asi:

P e« q

Donde "p" es "Pedro estudia™ y "q', "Maria viaja'.
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Si esto nos extrana es soOlo porque los seis primeros ejemplos
expresan una oposicion retdrica entre el contenido material de las
dos proposiciones componentes que no aparece sin embargo en los
tres udltimos ejemplos. Esta oposicion no le interesa en absoluto
a la loégica formal que, por lo demas, pretende un lenguaje en el
que no tiene cabida ninguna oposicién de tipo retdérico y sentimen-
tal. La légica nos ofrece un lenguaje cerrado a nuestra afectividad
con el propdsito de ganar claridad y de evitar que se introduzcan
en la ciencia los prejuicios y sentimientos nuestros.

La oposicion manifiesta en los ejemplos es retdrica porgque su-
giere que deberia ser verdad que si Maria viaja entonces Pedro no
estudia; pero a pesar de eso, a despecho de ese deber sugerido, la
proposicién dice que Pedro estudia y Maria viaja.

Considérese este otro ejemplo en el que la oposicidn es mas
obvia:

Pedro fue al teatro a pesar de que se le habia
prohibido.

Lo que la proposicion dice es que Pedro fue al teatro y que se le
habia prohibido. Lo que quiere decir, lo que da que decir, lo que
sugiere. lo que medio dice, es que si se le habia prohibido, no
debia haber ido. La proposicidn nos quiere decir que Pedro no tie-
ne calidad moral. Pero esto es sélo una sugerencia, ya que sSi se
lo quiere decir se lo puede decir abierta y explicitamente.

Conviene recordar, por otra parte, que la relacion que la 16-
gica establece es sobre los valores veritativos y no sobre los sig-
nificativos.

Lo que hemos dicho mas arriba es igualmente aplicable a propo-



36

siclones como:

Te amo bien a pesar de que me desprecies.
Te odio, pero he de ser justo.
Etc...

La Condicional.»

La tabla IV nos dice que:

nTnn<< ©
nI<n<e
T

Es decir, que la proposicidon que resulta de unir dos proposiciones
con el signo operador "=>" es siempre verdad, salvo cuando es ver-
dad la proposicién que esta a la izquierda (que llamamos anteceden-
te) del signo y falsa la que esta a la derecha, (que llamamos con-
secuente)

También en este caso -precisamente por eso ha sido escogida-
nos encontramos con una expresion en nuestra lengua que se compor-
ta mas o menos como el signo en cuestion y que vamos a llamar sig-
no operador de la condicional. (Al esquema o funcién 7ps>q” le lla-
maremos una condicional o funcion condicional)s Es la expresion
"Si..., entonces...”.

Por ejemplos:

Si multiplicamos dos ndmeros negativos, entonces
el resultado es un ndmero positivo.

En efecto, si es verdad que multiplicamos dos numeros negativos,
y verdad también que obtenemos un numero positivo, la proposicion

del ejemplo es verdad. Si es verdad que multiplicamos dos numeros
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negativos, y es falso que obtenemos un numero positivo, la proposi-
ciéon seria falsa. Si es falso que multiplicamos dos numeros negati-
vos pero verdad que obtenemos un ndmero positivo, la proposicidon es
verdad, (pudimos haber multiplicado dos numeros positivos). Por ul-
timo, si es falso que multiplicamos dos numeros negativos y falso
también que obtenemos un numero positivo, la proposicién es verdad,
(pudimos haber multiplicado un positivo por un negativo, obtenien-
do, claro, un negativo).

Hemos de comentar ligeramente hasta dos de los tres casos po-
sibles en que una condicional l6gica es verdad para distinguirla
con rigor de la condicional espafola. Resultan, en efecto, un po-
co extranos el tercero y el cuarto caso. Es decir, que se conside-
ren verdaderas una condicional con el antecedente falso y el conse-
cuente verdadero y una condicional con el antecedente y el conse-
cuente falsos.

Sean de ejemplo estas dos proposiciones que ilustran respec-
tivamente el punto anterior:

Si dos _més dos son cinco, entonces tres mas tres

son seis.

Si dos _més dos son cinco, entonces tres mas tres

son veinte.
Estas dos proposiciones son verdaderas segun la tabla, y como tal
hemos de aceptarlas aunque nos extrane. Tal extrafamiento tiene su
origen en la propension natural que tenemos de pensar que el lengua-
je légico esta calcado sobre el espanol, lo cual es falso.

La verdad de la condicional ldégica con antecedente falso y con-

secuente verdadero choca un poco porque muchas veces (la mayoria) la
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condicional espafiola expresa una relacidn causal» Se piensa que el
antecedente es la causa y el consecuente el efecto» Asi, por ejem-
plo, cuando decimos: "Si pongo el agua al fuego, hierve', gueremos
decir que el poner el agua al fuego es causa de que hierva. Y pen-
sando esto, claro esta que es absurdo pensar que dos mas dos igual
cinco pueda ser causa de que tres mas tres sea igual a seis. Pero
la condicional légica dice uUnicamente que si es verdad, entonces
si es verdad el antecedente, el consecuente es verdad. Lo mismo,
por tanto, en la proposicion "Si pongo el agua al fuego, hierve".
No se dice, ldégicamente, que el poner el agua al fuego sea causa
de que hierva. Se dice unicamente que si es verdad que la pongo

al fuego, es verdad que hierve. Se trata, pues, de una relacidn
I6gica, no de una relacion metafisica como es la de la causalidad.
En todo caso, si se quiere ver causalidad en la condicional 16gi-
ca, habria que entenderla de la siguiente manera: Saber que es ver-
dad que pongo el agua al fuego, es causa de saber que hierve. Nada
ma&s ni otra cosa.

Por lo demas, seria igualmente chocante, después de todo, con-
siderar falsas algunas condicionales que tienen falso el anteceden-
te y verdadero el consecuente. Por ejemplo: "Si llueve, se mojan
las calles™. Es evidente que si no llueve, pero se mojan las calles,
la proposicion no es falsa, ya que no ha dicho que tiene que llover
para que se mojen las calles. Podrian mojarse de otra manera. Los
bomberos podrian mojarla, por ejemplo. Es decir, que chocaria con-
siderarla falsa. La condicional lIégica es menos rica, por supuesto,

que la proposicidn que expresa una relacién causal, pero mas gene-
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La verdad de la condicional que tiene tanto el antecedente
como el consecuente falso es también chocante en algunos casos.
Por ejemplo, el ya citado de:

Si dos mas dos son cinco, entonces tres mas tres
son veinte.

0 también:

Si Panam& es un mango, Costa Rica es un meldén.
Sin embargo, bien mirado, resultaria asi mismo chocante conside-
rar este tipo de condicionales falsas, pues hay también casos co
mo, por ejemplo:

Si Maria estudia, Pedro va al cine.
Donde se dice la verdad aunque el antecedente y el consecuente
sean falsos. En efecto, si Maria no estudia ni Pedro va al cine,
el que dice "Si Maria estudia, Pedro va al cine” no ha mentido.
Pero si no ha mentido es que ha dicho la verdad.

Podemos resumir el significado de la condicional lIégica de

la siguiente manera:

UNA CONDICIONAL ES SIEMPRE VERDADERA, SALVO CUANDO
EL ANTECEDENTE ES VERDAD Y EL CONSECUENTE FALSO.

0 también:

UNA CONDICIONAL ES VERDAD SIEMPRE QUE EL ANTECEDEN-
TE SEA FALSO O EL CONSECUENTE VERDAD.

Si meditamos en lo anterior o miramos atentamente la tabla
de la condicional en los casos en que es verdad, caeremos en la

cuenta de que el antecedente es condicidn suficiente para el con

secuente. pues todas las veces (el primer caso s6lo) en que es
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verdad el antecedente lo es también el consecuente. Pero no es
condicidon necesaria, ya que el consecuente puede ser verdad sin
que lo sea el antecedente (tercer caso). Por otra parte, el con-
secuente es condicidn necesaria del antecedente, ya que todas las
veces (el primer caso s6lo) en que el antecedente es verdad, lo
es también el consecuente, pero no es condiciéon suficiente, ya
que el consecuente puede ser verdad sin que lo sea el anteceden-
te (tercer caso). Es decir: El antecedente es suficiente, pero
no necesario, para el consecuente» v el consecuente necesario.
pero no suficiente, para el antecedente. Un ejemplo aclarara es-
to. Sea la condicional:
Si llueve, se mojan las calles.

Basta (es suficiente) saber que es verdad que llueve para saber
que es verdad que las calles se mojan. (El antecedente es condi-
cion suficiente para el consecuente)s Pero no es necesario que
sea verdad que llueve para que sea verdad que las calles se mo-
jan. Podrian haberla mojado los bomberos. (El antecedente no es
condicidon necesaria para el consecuente). Pero, por lo mismo,
no podria ser verdad que llueve si no es verdad también que se
mojan las calles. (El consecuente es condicidn necesaria para el
antecedente). No basta (no es suficiente) empero, saber que es
verdad que llueve. Podrian haberlas mojado los bomberos. (El con-
secuente no es condicidén suficiente para el antecedente).

También para la condicional tenemos diferentes expresiones
en espafol que se comportan légicamente como ella y que pueden

por tanto traducirla:
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Si p, entonces (

Si p, q

q sip

p sélo si ¢

Basta que p para que (
Tiene que q para que p

p, luego ¢
p, de donde q

p, por tanto g

g porque p
g todas las veces que p
Etc.«*

Algunas veces ttp3q” se lee wp implica q”, o "q es implicado
por pw. Sin embargo, nosotros vamos a seguir a esos légicos que
distinguen la implicaciéon de la condicional haciendo de la im-
plicacion un caso especial de la condicional. Vamos a llamar-
implicacién a la condicional cuando es verdad en toaos los ca-

sos, independientemente del valor veritativo del antecedente y

Per ejemplo, la condicional:
Si Pedro estudia, entonces Pedro estudia*>
Que representamos En efecto, hav dos casos posibles nada
mas: que p sea verdad y que no lo sea. Si lo es, el antecedente
y el consecuente es verdad, luego la condicional es verdad. Si
no lo es, el antecedente y el consecuente son falsos, luego la
condicional es verdad. Luego es verdad en todos los casos posi-
bles. Luego es una implicacion™ que podemos leer: np implica pw.
Al antecedente de la implicacion le llamamos implicante, y al

consecuente implicado.
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La Bjcondicional.-

El significado de la bicondicional aparece completamente de

manifiesto en la tabla V:

0,

P 9 p=q
vV vV ooV
V F F
F V F
F F V

Podemos resumir este significado asi:

UNA BICONDICIONAL ES VERDAD CUANDO SUS DOS TERMINOS
SON VERDAD Y CUANDO SUS DOS TERMINOS SON FALSOS.

también:

UNA BICONDICIONAL ES VERDAD SI, Y SOLO SI SUS DOS
TERMINOS TIENEN EL MISMO VALOR VERITATIVO.

De lo anterior se infiere que, en una bicondicional verdadera
1) basta saber (es condicion suficiente) que el pri-
mer término es verdad para saber que el segundo
también lo es, pues no hay ningdn caso en que,
siendo el primero verdadero, no lo sea también

el segundo,

2) es necesario saber (es condicidn necesaria) que
el primer término es verdad para saber que tam-
bién lo es el segundo, pues no hay ningdn caso
en que, siendo el segundo verdad, no lo sea tam-
bién el primero,

3) basta saber (es condicion suficiente) que el se-
gundo término es verdad para que también lo sea
el primero, pues no hay ningun caso, en que, sien-

do verdad el segundo, no lo sea también el prime-



ro,

4) es necesario saber (es condicidn necesaria) gue
el segundo término es verdad para saber que el
primero también lo es, pues no hay ningun caso
en que, siendo el primero verdad, no lo sea tam-
bién el segundo.

0 sea que la bicondicional ”p=qg” dice que p es condicidn
suficiente v necesaria para . y q condicién suficiente y ne-
cesaria para p.

Si, como establecimos anteriormente, npDqgn dice que

p es suficiente para q
g es necesaria para p
y "qz=>p" dice que
g es suficiente para p
p es necesaria para (
entonces "(poq) Yy (qz=p)” dice que p es suficiente y necesario
para q y q es suficiente y necesario para p. Es decir que
”(poq) vy (gop)'i gque podemos expresar asi:
(p?d) - (gop)
Dice exactamente lo mismo que wp=q"'. Hasta tal punto que este
segundo esquema puede ser considerado como una mera abreviatura
del primero. (En efecto, asi se le considerara cuando presente-
mos mas adelante a la ldgica como un sistema exacto).

En resumen, una bicondicional es una condicional doble, de

ida y vuelta.

Si la condicién suficiente la expresamos en espafol, segun
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vimos: "'Si p, entonces g', la suficiente y necesaria la expresa-
remos: "Si p, entonces, y s6lo entonces g'. 0, también: "q si,
y so6lo si p", que, por lo visto, sabemos es lo mismo que: "Si
g, entonces, y so6lo entonces p', y que: "p si, y solo si q".
Vamos a reservarnos esta ultima expresion para traducir "p=q",
aunque la mas propia seria "Si p, entonces, y so6lo entonces q",
pues la otra supone una inversion. Pero como es una inversion
legitima, es la que emplearemos por lo general. Y esto uUnicamen-
te para no violentar la tradicién del lenguaje, sobre todo del
lenguaje matematico, que expresa la condicion suficiente y ne-
cesaria con la expresion "Si, y solo si'.

Otra de las traducciones posibles, ademas de las que acaba-
mos de comentar, es: "Siempre que g, y Unicamente cuando g, p"
tce..

También en la bicondicional hay un caso en el que choca un
poco considerarla como verdad, tal y como lo exige su tabla. Es
el cuarto caso, cuando sus dos términos son falsos.

En efecto, es un poco raro considerar verdaderas bicondicio-
nales como éstas:

Si Panama es un mango, entonces, y sélo entonces
Costa Rica es un melon.
Dos mas dos son mil si, y s6lo si tres mas tres
son dos.
Y sin embargo, si no lo hacemos, tendriamos que considerar igual-
mente falsas bicondicionales como ésta:
Pedro estudia si, y so6lo si Maria come.

Cuando ni Pedro estudia ni Maria come. Quien dice: "Pedro estudia



si, y solo si Maria come"”, no miente cuando es falso que Pedro es-
tudia y falso que Maria come. Pero si no miente es que ha dicho la
verdad.

Por dltimo, asi como antes establecimos llamar implicacién a
una condicional verdadera en todos los casos posibles, convenimos
ahora en llamar equivalencia a una bicondicional que goza de esa
misma propiedad. Entonces, leemos ""psqg" asi: np equivalente q".

Por ejemplo, la bicondicional:

Pedro come si, y so6lo si Pedro come.
Que representamos '‘p=pn, es una equivalencia, puesto que es una
bicondicional verdadera en todos sus casos (solamente dos) posibles.

Comoquiera que podemos considerar la bicondicional (y por tan-
to también la equivalencia) como una conjuncién de dos condiciona-
les, y que la conjuncién es verdad uUnicamente cuando sus dos térmi-
nos lo son, resulta que podemos decir entonces que la equivalencia
es una conjuncion de implicaciones donde se alternan el implicante
y el implicado. '

Otra cosa en la que conviene fijarse es que, asi como decimos
que dos términos son equivalentes si, y soélo si son verdaderos y
falsos en los mismos casos, podemos decir igualmente de dos fun-
ciones que son equivalentes si son verdaderas y falsas en los mis-
mos casos, es decir, si, y soOlo si tienen la misma tabla.

Por ejemplo, es evidente»que la funcién np v qw tiene la misma
tabla que wg v p'. Podemos, por tanto, decir que son equivalentes

y expresarlo asi:

ipvag=(Qvp
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Con la introduccién de estos operadores podemos traducir
a lenguaje légico cualquier proposicidén secundaria. A conti-
nuacién, y a guisa de ejemplos, traducimos a la notacion 16-
gica las proposiciones numeradas que aparecen en el capitulo

titulado Formalizacién del Lenguaje.

1) pvaq

2 p - q

3) p?q

(4) p=q

B ~( * a9

®6) (p =—q) vr
M pe (@vrm

3 (p * g)or

©) (pva=r
(10) (p v-qloTIr v s)=(t * ~u
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LOS PUNTOS>» - WH-

Entendemos por alcance de un operador la regién gque cobija
y somete a su significado; es decir, su radio de accidn. Asi,
por ejemplo, en:
(a+b) x c
El signo de la multiplicacion "x" cobija al de la suma; la suma
esta dentro del radio de accion del signo de la multiplicacion.
Es decir, la expresién nos dice que esa suma (la de a mas b) ha
de ser multiplicada por c. En cambio, en:
a+(b x ©)
El signo de la adicién abarca, alcanza, al de la multiplica-
cidén; en esta segunda expresion la multiplicaciéon esta dentro del
radio de accion del signo de la suma. Es decir, la expresion nos
dice que esa multiplicacion (la de b por ¢) ha de ser sumada a a.
Para efectuar las operaciones indicadas en estas expresiones
procedemos, primero, con aquellas de menor alcance. La informa-
cidén sobre cual de los signos tiene mayor alcance (y también, por
tanto, sobre cual tiene menor alcance), nos la dan los paréntesis,
y es muy importante. Repéarese en que, salvo por la distribucidon de

los paréntesis, las dos expresiones son iguales. La diferencia,
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bien grande, les llega por la distribucidon de los paréntesis. Po
¢ceraos poner de manifiesto la diferencia si le asignamos valores
las dos funciones y realizamos las operaciones indicadas. Por e-
jemplo, asignandole a las variables a, by c los valores 1, 2 vy
3, respectivamente, la primera expresion es igual a 9, la segun-
da, en cambio, a 7e

Este uso de los paréntesis, que podemos llamar uso matemati-
co de los paréntesis para distinguirlo del uso retdrico de los
paréntesis« es el que hemos venido empleando en el lenguaje 16-
gico que construimos. (El uso retdrico de los paréntesis, como
el que en este instante estoy haciendo, lo empleamos Unicamente
en el lenguaje espafol que venimos usando para hablar en él de
el Iégico). Asi:

(Ppva .r
Es una conjuncidén, o producto légico, uno de cuyos términos
(factores), el primero, es una disyunciéon o suma logica. Y:
pv (@ .n
Es una disyuncidén, o suma ldégica, uno de cuyos términos (dis-
yuntos o sumandos), el segundo, es una conjuncién o producto
I6égico.

Si le asignaramos valores a las variables de estas dos ul-
timas funciones, nos encontrariamos, como nos encontramos con
las dos primeras, con dos resultados radicalmente diferentes.
Esta diferencia la pondrian de manifiesto sus respectivas ta-
blas.

En expresiones mas complejas, matematicas y ldgicas, se u-
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tiliaan, ademéas de los paréntesis, los paréntesis cuadrados ” C"

y las llaves *£*, *3*. Por ejemplo, en ldégica:

pvVvERFg-r)dls . (t=u)]3

Ahora bien, comoquiera que en ldgica abundan expresiones co-
mo ésta, y aun mas complejas, los paréntesis se hacen insuficien
tes y su uso demasiado complicado» Con el fin de facilitar la ex
presion de tales funciones, se suele emplear la lleudada técnica
de los puntos, que introdujo Peano»

Para entender esta técnica, partamos de la convencién de que
todos los signos u operadores hasta ahora tratados tienen el mis
mo alcance natural, con excepcién de la conjuncidn, que sera el
signo de menor alcance natural» (También con excepcidén de la ne-
gacion, que trataremos después como caso especial). Los signhos

de mayor alcance natural seran, pues:

Convengamos, asi mismo, que cuando un signo va acompafado
de un punto, (uno a cada lado), el punto le confiere un alcan-
ce adicional al natural suyo, de modo que un signo con un pun-
to tendrad mayor alcance que un signo de su mismo alcance natu-
ral pero sin punto» Si un signo tiene dos puntos, (dos a cada
lado), tendra mayor alcance que un signo de su mismo alcance
natural pero con un punto sélo o sin ninguno, pero menor al-
cance que uno con mas de dos puntos» Etc»»»

Ahora bien, comoquiera que la conjuncién o producto logi-
co, (el signo que convenimos en ser el de menor alcance natu-

ral), se le representa ya con un punto, tendra, en virtud de



50

ese punto, mayor alcance que cualquiera de los signos de mayor
alcance natural pero sin punto» Sin embargo, la conjuncién (con
un punto, tal y como estamos habituados a representarla), ten-
dra menor alcance que cualquiera de los signos de mayor alcance
natural al que se le haya reforzado con un punto» Para que una
conjuncién (con un punto) tenga mayor alcance que un signo de
mayor alcance natural reforzado con un punto, la conjuncién ten-
dra que tener dos puntos. Y tres puntos para que supere en al-
cance a un signo de mayor alcance natural reforzado con dos pun-
tos. Etc... Es decir que, en general, ft.Agual, ganfrjfoM* pan-
tos. tiene mayor alcance el signo de mayor alcance natural. Si
la cantidad de puntos no es igual, tiene mayor alcance el, gue
més puntos tenga.

En la conjuncidon, los puntos los pondremos el uno encima del
otro 3i son dos, en forma de triangulo si son tres. Etc... En
los deméas signos, (salvo algunos de los que no hemos hablado to-
davia y que introduciremos después), pondremos los puntos a am-
bos lados, en cada uno de los cuales habra la cantidad de puntos
que el signo necesite. Asi, por ejemplo, €s una conjuncion
con un punto. es una conjuncién con dos puntos. "'/e*, con
tres. con cuatro. Etc... n.v.n, es una disyuncidn con un

punto, "'sv:’’, una disyuncidn con dos puntos. es una
condicional con tres puntos. w::= ::w, una bicondicional con
cuatro puntos. Etc...

Por otra parte, para la negacion no empleamos puntos. EI

alcance de la negacidén lo expresaremos con paréntesis, salvo
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el caso que afecte una sola variable, porque entonces el uso de
paréntesis es totalmente supérfluo. Por ejemplo, en la funcion:

-(pva)
La negacidén tiene mayor alcance que en:
~P v @
Es totalmente innecesario expresar esta ultima funcidn con parén
tesis:
—(@P) v ¢
A continuacidén ponemos algunos ejemplos para dejar bien en
claro la técnica de los puntos. Expresamos las funciones prime-
ro con paréntesis y en la linea siguiente con puntos.
(p v gbp
pvag-+<O0-p
(p v a)=(q vV p)
pvag-e=.qVp
(pvq) -« (poq)
pva. ptq
(or)D C(p v g)D (p Vv 1)]
qnNr Z>. pvqg .De- pwvr
[(Pp v p)z=p] ={Qp=(p V p)Is> (P3>p)}
pvp .3.p p pvp :O: pop
~{{I(P = 9) o (xos]li/ <+ —(t v ujy™wJ
NP g ®tds . —(t v u) wj
Para expresar oralmente estas funciones hemos de decir los

puntos que cada operador lleva. El primero de estos ultimos e-

jemplos se leera o dictara asi:



Si p o q, entonces (con un punto) p
El cuarto, asi:

Sl q, entonces r. luego (con dos puntos) p o g, lue-
go fcon un punto) por

Y el udltimo:
No es el caso que (abre paréntesis cuadrados) p y

(con un punto) q y (con dos puntos) si r, entonces
s, Yy (con tres puntos) no es el caso que (abre pa-

réntesis redondos) t o u (cierra paréntesis redon-
dos) si, y so6lo si (con tres puntos) w (cierra pa-
réntesis cuadrados)»

Quiza se comprenda mejor el caso de la conjuncién si nos Fi
guramos gque su signo en realidad es el espacio en blanco entre
dos variables o funciones relativamente préoximas» En efecto, es
asi, como un espacio en blanco entre dos expresiones prdéximas,
como se la representa algunas veces» Segun esto, la funcién
"p g" es una conjuncidén que leemos wp y q'"» Por otra parte, es
lo mismo que se hace en algebra algunas veces con el signo ma-
tematico homénimo del producto légico; es decir, con el signo
de la multiplicacion» La expresion ”a b” se lee, en algebra,
wa por bn»

Si nos figuramos, digo, que esto es asi, y que solo por ra-
zones de claridad instrumental le hemos estado poniendo un pun-
to a la conjuncién, resulta que, sin saberlo, le habiamos esta-
do dando un alcance adicional, que sin embargo no necesitaba»
Podemos, pues, tener al espacio en blanco como el signo (de la

conjuncién) de menor alcance natural, bien que pongamos siempre

un punto reforzandolo aun cuando no lo necesite, como en:

P eq



(También los matematicos han querido ahorrar paréntesis es-
tableciendo diversos grados de alcance para los operadores que
manejan. El acuerdo, sin embargo, no ha sido universalmente

aceptado)-

§¢er£jgj,Q,1>-
a) Expresar con paréntesis:

1) p*q .v. r
2) peqvVvr
3) PDg . qOP
4) p * qoOr : s /I 1
p."qg . r) .v.p j.
6) p :—(g . . .. p
7) Pv g . * p gor ,.v: av t
8 pvaq pP=qQg :.0: r «. s Vv t »:0:» p
9 gor 0o; pvg .O. pVvr

b) Expresar con puntos:

1) ~po(—=p *—p)

2) —(p v gq)or

3) (gor)o [(p v apo(p Vv nJ

4) ~[po(p v p)] O (pop)

5 (P Vv p)o i[po(p Vv p)jO(p pi}
) —(+a * [q° ® .l

7) (p - p)=1I[qgv (ros)]

S) (p - p) v [q v—(ros)
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OTRAS NOTACIONES Y LOS

OPERADORES DE SHEFFER.-

La notacién que venimos empleando es perfectamente conven-
cional, de modo que no se alteraria nada de lo fundamental que
hemos dicho si la canjedramos por cualquier otra que nos resul-
tase mas cémoda» De hecho, circulan diferentes notaciones que
conviene conocer para no sentirnos perdidos en los libros que
las emplean»

La notacidon més corriente es la que emplearon Whitehead y
Russell, que no necesita ningldn comentario puesto que es la que
empleamos en este libro>»

Otra muy corriente es la que usa Hilbert. Como variables
proposiclénales, usa las letras mayuUsculas: X, Y, Z, etc»»»,

0 bien esas mismas letras con indice: X7?, X2, N3, etc»»»

La negaciéon la representa:

*ry
La disyuncion, al igual que Whitehead y Russell:
XvyY
La conjuncion:

X&Y
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O bien:

IT
La condicional:
X~>Y
T la bicondicional:
X<-*Y
0, también:
X—Y
El profesor Federicci, bien conocido en Panama, tiene una
notacion muy interesante que facilita mucho las operaciones 16-
gicas:
La negacion:
P
0 bien:
p\
La conjuncion:
P . q
La disyuncion:
P™qg
(Porque, segun se vera después, wp v B es equivalente a
w~(~p . ~qw )
La condicional:
P™q
(Porque, segun se vera después, *pDgw es equivalente a
"~ ~qw) 8

La bicoadicional:



P O q
(En vez de puntos, el profesor Federico! emplea comas para
indicar el alcance de los operadores)»
Algunos autores, los matematicos especialmente, representan
la conjuncidn:
PAQ
Y la negacion:
p’
La notacién original de Boole, para la conjuncidn:
X o Z
0 bien:
Xy
Para la disyuncion (con caracter exclusivo):
x*y
Para la negacion:
1-x
La disyuncion con caracter inclusivo, tal y como se la in-
terpreta a partir de Jevons, la representa Boole:
x*y(I-x)
Boole no usa la condicional, que introduce Charles S» Peirce»
Lo que posteriormente se llamo6 bicondicional, empero, lo repre-
sentd Boolte:
X-y
Una notacidon muy interesante es la que emplea la escuela
polaca encabezada por Lukasiewicz»

La negacion se representa:



Mp
La disyuncioén:
Apg
La conjuncion:
Kpq
Y la condicional:
Cpq
Para representar funciones mas complejas, se conviene en que
todo operador (A, K, C) tiene alcance sobre los dos signos (va-
riable u operador) que estan a la derecha (nuestra) y sobre el
alcance de estos ultimos, menos la negacién (N), que sélo alcan-
sa sobre el signo (variable u operador) inmediatamente a la de-
recha y sobre el alcance de éste»
Unos ejemplos practicos aclararan esto. A continuacién escri-
bimos algunas funciones e inmediatamente debajo esa misma funcioén

con la notaciéon polaea:

pP?d . qop
KCpgCap

pvag-Lep
CApap

p .v» (Qgs=p
ApCap

p »>» qop
CpCap

PDg «O» p
CCpgp
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p Dqg . r :O: a
CCCpars

.D. gz>p
CCNpNgCqp

poq .Z>.—-(q . nN3>—~(( . p)
CCpgCNKQqgrNrp

~[™(pP .~a) v—r]
NANKpNgNr

pVvqg: por s gos rvs
CKApgKCprCgsArs

Lo interesante de esta notacidn consiste en que en ella
aparecen primero los operadores de mayor alcance, de suerte
que resulta muy conveniente para darle informacién a los com-
putadores légicos disponiéndolos de antemano con respecto a
la operacion principal* Esta notacion, que tiene ademas la
ventaja tipografica de no necesitar signos raros y de poder
prescindir totalmente de puntos y paréntesis, tiene sin em-
bargo una gran desventaja, y es que resulta muy obscura a la

intuicion™

Ejercicio 2.-

a) Expresar, con la notacion polaca, las siguientes fun-
ciones:

1) ~(p .- —p)
2) p?-q «D* go—p
3) P P q

4 ~(pvVv Qg *=*—p (



b) Expresar, con la notacidon que venimos empleando en este
libro, las siguientes funciones:

1) ApNp
2) CKCpgNgNp
3) CKApgNagp

Los Operadores de Sheffer.- &

Si volvemos la vista a la péagina 24, veremos que de los 16
operadores posibles s6lo hemos elegido 5, los que corresponden
a XIll o XI (-p o—q), Il (pv ), VIII (p . ), V (p3>q) Yy
VIl (p=0q).

Hay dos operadores méas que conviene distinguir porque tie-
nen ambos una propiedad muy notable que posteriormente se pon-
dra de manifiesto. Son los que dan los resultados IX y XV. Re-
presentamos, con Sheffer, el primero: y el segundo:

De acuerdo con lo anterior, la tabla del primer operador

es:

<< o
<< o
<

Comoquiera que la funcion "p/g" es falsa uUnicamente cuando
sus dos términos son verdad, podemos leerla;: p incompatible con
g, vy al operador "/*: signo de la incompatibilidad.

Es facil, y conveniente, darse cuenta de que los valores
de la incompatibilidad son exactamente opuestos a los de la con-
juncién en las mismas condiciones, es decir, cuando se les asig-

na a sus variables los mismos valores. Esto significa que la in-
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compatibilidad es equivalente a la negacién de la conjuncién, y
viceversa, la conjuncién, equivalente a la negacién de la incom-

patibilidad.

La tabla del segundo operador de Sheffer es:

P g Plg
vV Vv F
V F F
F VvV F
F F Vv

Comogquiera que la funcion *p|gw es verdadera unicamente
cuando sus dos términos son falsos, podemos leerla: ni p ni q,
y al operador *?1”°: signo de la negacidon conjunta.

También aqui es facil e igualmente conveniente reparar en
que la negacidn conjunta es equivalente a la negacion de la dis-
yuncion, puesto que los valores de la negacién conjunta son los

opuestos a los de la disyuncion bajo la misma asignacidon de va-

lores a sus variables.
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LA TRADUCCION.-"N*

£1 filésofo inglés, George Berkeley, decia que el lenguaje
no se limitaba so6lo a comunicar ideas- Méas aun, que la comuni-
cacion de ideas no era, ni siquiera, la mision principal del
lenguaje. ¢(Qué quiere decir esto? Quiere decir que a la hora de
pretender traducir nuestro lenguaje al lenguaje légico, para po-
der manejarlo con mayor eficacia y esfuerzo menor, nos topamos
con toda una serie de cosas que, si bien son importantes, hemos
de prescindir de ellas, pues su importancia no le Tiene de lo

que dicen, sino de lo que hablan, de lo que sugieren, de lo que

Por ejemplo, considérese la siguiente proposicion:
La madre de Maria le prohibié a ésta que saliera
de casa, a pesar de ello, sin embargo, Maria se
fue al cine.
Esta proposicién podemos entenderla, sencillamente, como: "La
madre de Maria le prohibié a ésta que saliera de casa y Maria
se fue al cine”. Todo lo demas, lo mas importante quiza, lo que
més nos habla de Maria pintdndonosla como una persona de negati-

va moral, desde un punto de vista estrictamente ldgico, sobra.

Es decir, la proposicién citada puede, y debe, ser traducida

por ’1p ° q17.
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El criterio que decide sobre qué traduccidn hemos de darle
a una proposicion, es el de los casos en que esa proposicion es
verdadera y falsa. En el ejemplo citado, basta, evidentemente,
que sea falso que la madre de Maria le haya prohibido a ésta sa-
lir de casa, o que sea falso que Maria haya salido, para que to-
da la proposicion sea falsa. Es, por tanto, un ejemplo claro y
manifiesto de conjuncidén, aunque no aparezca el "y" que usual-
mente, pero no siempre, se emplea en estos casos.

En el lugar oportuno se comenté ya casos como el anterior,
lo mismo que con los otros operadores y términos légicos, de ma-
nera gque no es necesario volver a insistir sobre la purga reto-
rica que hay que hacerle al lenguaje en el que hablamos para tra-
ducirlo limpiamente al légico.

Hemos de tener particular cuidado, a la hora de la traduc-
cioén, con aquellas palabras cuyo significado varia de una pro-
posicidon a otra o de un contexto a otro. Tales son, por ejemplo,
las palabras "yo’’, '"ta', "él', "ahora", "aqui’”, etc...

Por ejemplo, (de Quine):

Juan fue a Colén y yo le acompané.
Juan fue a Chitré y yo no le acompanié.

Es evidente gque estas dos proposiciones pueden ser ambas verdade-
ras, y sin embargo, pareceria que su representacion simbdlica es:
p.q:r . q
Lo cual es falso en todos los casos, pues contiene "q « ™~qQ'.
Lo que acontece aqui es que si traduzco "yo le acompaiié"

por "qg", "yo no le acompafié" no puedo traducirlo por "—~q". Por-



que en la primera proposicion se dice (tacitamente) "yo le acom-
pafié a Juan a Colén", y en la segunda no se dice "yo no le acom-
pafi¢ a Juan a Coldn", sino "yo no le acompafié a Juan a Chitré".
Para traducir, pues, hemos de entender lo que se dice junto con
lo que se expresa soOlo tacitamente»

En las proposiciones complejas resulta a veces un tanto di-
ficil la traduccion» EI método mas recomendable es el de distin-
guir primero el término légico principal fraccionando asi en dos
el discurso y hacer otro tanto con los términos que resultan. Por
ejemplo:

k menos que las proximas elecciones sean honestas
y el pueblo adquiera conciencia politica, nuestro
pais seguira hundiéndose en la ignominia»

Sabemos que "a menos que" puede ser traducido por la disyun-
cién, y que, en este caso, es el término de mayor alcance. Un po-
co mas de atencion revela, ademas, que esa disyuncion une "Las
préximas elecciones son honestas y el pueblo adquiere conciencia
politica' con "Nuestro pais seguira hundiéndose en la ignominia'.
Canjeando el "a menos que" por "0" e introduciendo paréntesis,
la proposicion queda:

(Las proximas elecciones son honestas y el pueblo

adquiere conciencia politica) o (nuestro pais se-
guird hundiéndose en la ignominia)

Con el primer término de la disyuncién hacemos lo mismo, y

queda:

[(Las proximas elecciones son honestas) y (el pue-
blo adguiere conciencia politica)] o (nuestro pais
seguira hundiéndose en la ignominia)

Que puede ser tratado como un caso del esquema:

peqg .v. r
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Por ultimo, conviene recordar que estamos tratando con pro-

posiciones secundarias, es decir, compuestas, y que todavia no
contamos con el instrumental necesario para traducir simbdlica-
mente las primarias. La observacidn es pertinente porque algunas
veces las proposiciones secundarias aparecen como primarias por-
que se han abreviado en el sujeto o predicado de alguna de las
proposiciones de las que estan compuestas. Por ejmnplp:

Pedro ha ido al cine o al teatro.
Puede ser considerada como una proposicién secundaria abreviada.
Totalmente explicita, es:

Pedro ha ido al cine o Pedro ha ido al teatro.

En cambio, en otros casos como:

Todos los seres humanos son hombres o mujeres.
No puede ser considerada como una proposicidon secundaria abrevia-
da de:

Todos los seres human_os son hombres o todos los
seres humanos son mujeres.

Prueba elocuente de ello es que la primera es verdad pero la se-

gunda falsa.

BJgrffiQlQ 3.-
a) Sea "p', "Maria estudia; y sea "q", "Juan se va al cine".
Con esta interpretacion, traduzcase a lenguaje loégico-simbdlico:

1) Juan va al cine. Maria estudia.

2) Si Juan se va al cine, Maria estudia.

3) Si Maria estudia, Juan no se va al cine.

4) Juan se va al cine y Maria estudia.

5) Juan se va al cine, pero Maria estudia.

6) Maria estudia, a menos que Juan se vaya al cine.

7) Si Maria estudia, entonces, y s6lo entonces,
Juan no se va al cine.
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10)
11)
12)
13)

15

Iog
17

16)
19)
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20)
21)

65

Maria estudia si Juan se va al cine.

Maria estudia, siempre que Juan se vaya al cine*
Es necesario que Maria estudie para que Juan se
vaya al cine.

Es suficiente que Maria estudie para que Juan se
vaya al cine.

Es suficiente y necesario que Maria estudie para
gue Juan se vaya al cine.

Es suficiente y necesario que Juan se vaya al
cine para que Maria no estudie.

Maria estudia so6lo si Juan se va al cine.

Juan se va al cine o Maria no estudia.

A menos que Juan se vaya al cine, Maria estudia.
Juan se va al cine si, y so6lo si Maria estudia.
Ni Maria estudia ni se va Juan al cine.

No es el caso que Maria estudia y que Juan se
va al cine.

No es el caso que Maria estudia y Juan se va al
cine.

Es incompatible que Maria estudie y que Juan se
vaya al cine.

b) Traduzcase, segun la interpretacidon que se indica entre pa-

réntesis:

1)

2)

Si me gano la loteria (p) o consigo un puesto
de diplomaéatico (), haré un viaie a Europa ir),
a menos que me gane la loteria (p) y me roben
el dinero (s) o me den el puesto de diplomati-
co (g) pero me lo quiten en Octubre (1)

Si me eligen diputado (p) y el pueblo me lo pi-
de (), haré que se termine la carretera a Puer-
to Armuelles fr) y los edificios del aereopuer-
to (s), o dejaré de llamarme como me llamo (*'

c) La siguiente es una frase ambigua que puede ser entendida
de dos maneras diferentes. Traduzcasela a lenguaje l6gico-simbaoli-
co (segun la interpretacion qué se indica) de esas dos maneras de
modo que pierda la equivocidad:

Maria estudia

1) Maria estudia gpg o Juan se va al cine (q) vy

P



66

LAS TABLAS. -7

Llamamos decidir una funcién al proceso que llevamos a ca-
bo mediante el cual podemos averiguar si una funcidén es verdade-
ra o falsa o cuando verdadera y cuando falsa. Hacer la matriz o
tabla de una funcién es un método de decidirla y que se emplea
en légica desde 1920-21 (Lukasiewicz, Post, Wittgenstein). Ya en
la obra de Boole, sin embargo, se encuentra larvado, segun vere-
mos, este método en su teoria del desarrollo o expansion de fun-
ciones.

Para hacer una tabla lo primero que hacemos es tirar una ra
ya encima de la cual ponemos las variables que intervienen en la
funcidn. A continuacion le asignamos a estas variables todos sus
valores posibles (2) en todos los arreglos (con repeticidon) po-
sibles. A cada arreglo le llamamos caso.

El algebra combinatoria nos dice que hay mn arreglos (con
repeticion) posibles, donde m es el nimero de elementos que se
arreglan y n el nimero de ellos que se toma en cada arreglo.
linteresa observar que, puesto que se trata de arreglos con re-
peticidon. n puede ser mayor que m)e

Por otra parte, como los valores (en una ldgica bivalente)
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son dos, esta claro que el numero de casos sera 2n, donde n es
el niumero de variables que aparecen en la funcidn. Funciones

. 2 . .

con 2 variables dan 2 « 4 casos; funciones con 3 variables, ta-
blas de 2”- 6 casos; etc...

Una manera conveniente de disponer todos los casos es po-

. 2n .

ner en la primera columna V en los primeros casos y F en los
2n 2 2n

restantes. En la segunda columna alternamos grupos de E
de Vy F, y asi hasta llegar a la columna correspondiente a la
ultima variable en donde V y F se alternan de una en una.

Por ejemplo, una funcién de dos variables tendra los si-

. 2
guientes 2 casos:

<< U
<< O

3
Una de tres, sin embargo, los 2” siguientes:

I<<<< ©T
<TTI<< Q0
<TI<TI< =

Etc...

A continuacioén, y en la misma fila en la que estdn las va-
riables, ponemos todas las funciones que estan en la funcidén
cuya tabla hacemos, poniendo primero aquellas de menor alcance
y procediendo con la que le sigue en alcance hasta llegar a la

funcién completa.



Debajo de cada una de estas funciones ponemoss en cada caso»
el valor que bajo esa asignacion de valores le corresponde.

Unos cuantos ejemplos dejaran todo esto muy claro.

PV 4. poq
P g Pvyg POA pvqg- pTqg
V Vv Y Vv Y
V F Vv F F
F Vv Vv Vv Vv
F F F Vv F
-(poqg) .=. p .z
p g -9 p~g “POAD  p «q
V V F % F F
V F V F % %
F V F % F F
F F VvV Y F F
~(p="70q) . p «—q

<< <<

(P .Oo. q v—p)

p g ~P 4V ~p .D> qvVv-p
V V F Vv Vv
V F F F Vv
F V V Vv Vv
F F V v v

~(—P =3?. q v—p)

MMM
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I <LK <LK LK KK LKL <KL LKL

Hay una forma méas sencilla y practica de hacer las tablas.
Consiste en poner los valores que se asignan y resultan directa-
mente debajo de las variables y operadores, respectivamente, sin
desglosar la funcion.

Con los mismos ejemplos anteriores:
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o>uw>u
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Ejercicio 4o-
Hagase las tablas, con y sin desglose, de las siguientes

funciones:

1) pvg.—q «O-p

2) p.r.3=>*q

3) ~(p *~q) v—r

4) ~Ipz?q ««~(p Q)
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EL METODO DE QUINE.-

Ademas del de las matrices o tablas, contamos con otro mé-
todo, mas practico, rapido y cémodo, especialmente en casos com-
plejos, para decidir las funciones que venimos tratando. En el
presente capitulo se trata de exponer y resumir este método, que
debemos al légico Willard Quine.

Lo primero que hacemos es canjear nuestros "V", "F", que re-

presentaban, respectivamente, los valores veritativos de verdad y

falso, por "T" vy gUe van a representarnos, asi mismo res-

pectivamente, los valores veritativos de verdad y falso. (‘T "
procede de la palabra inglesa para '"verdad': "True').

El método de Quine consiste, sencillamente, en sustituir,
en la funcién de cuya decisidn se trata, las variables por los
signos de su valor veritativo, permitiéndosenos, con ello, re-
ducir la funcién a su valor veritativo. Asi, por ejemplo, si
quisiéramos decidir la funcién "p v ", para el caso en que a

"p" se le asigna el valor veritativo de verdad y a "q" el de
falso, pondremos ""Tv J-". Pero sabemos que una disyuncién con

un término verdadero es verdadera, en virtud de lo cual reduci-
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mos ""TwvI'"" a »T«.

Otro ejemplo. Si quisiéramos decidir la funcién, un poco

méas compleja:

—(p * qQ .V. rzzp :=:—p
Para el caso en que se le asigna a wpw el valor de verdad, a
"q” el de falso y a "'r” el de verdad, tendremos, haciendo la
sustitucidon indicada:

—(T.3-) NV.T2?2T:=—T
Procediendo primero con las funciones de menor alcance, (este
orden es provisional), reducimos la conjuncion w !l .J-w a
Porque una conjuncién con un término falso es falsa. Con ello,
queda la funcién:

~(x) v.ToT:=:—T
Pero (X)” es igual a "—J-n. Y sabemos que la negacion de una
proposicion falsa es verdadera, en virtud de lo cual reducimos
"~JL" a ""T". De paso, notamos que el ultimo signo, T, tam-
bién esta negado, y lo reducimos a WJ-'", porque la negacién de
una proposicidon verdadera es falsa. Con ello, queda la funcioén:

| ove 1M " —: -i-
Procediendo siempre primero por las funciones de menor alcance,

abordamos la condicional gue, evidentemente, se reduce a

WT > porque una condicional con antecedente y consecuente ver-

daderos, es verdadera* Con ello, queda la funcion:

T vTe=+J-

La disyuncion wTwvTw la reducimos a ffTw, quedando asi la fun-

cion en:



T=X

I esta bicondicional la reducimos a BEn, porque una bicondio-

nal flanqueada por diferentes valores veritativos, es falsa.

Con ello, queda la funcidén entera reducida a:

X

Es decir, el valor veritativo de la funcién es, para esa asigna-

cion de valores de "p', "q" vy

r'', el de falso.

Todos los pasos anteriores pueden simplificarse si deducimos

de lo que ya sabemos de los operadores, estas nueve reglas:

1)

2)

3)

INVIERTANSE LOS SIGNOS NEGADOS. Es decir, "JT"

se reduce a " L", y ""-~J " a ""T". Porque la ne-

gacion de una proposicion verdadera es falsa,
y la negacidn de una proposicion falsa es ver-

dadera-
EN UNA DISYUNCION CON »T" COMO UNO DE SUS TER-

MINOS, SUPRIMASE EL OTRO TERMINO. Es decir,
STvat, e, CTVT, YTy gt g VT,

se reducen a Porque una disyuncidn coi un
término verdadero, es verdadera.

EN UNA DISYUNCION CON "X*" COMO UNO DE SUS TER-
MINOS, SUPRIMASE *"X'. Es decir, ""®=vT", "Tv

se reducen a ""Tw, ¥y " Lv L™ a "-L". Del mismo

modo, "XV qQ’™> "g vX'", se reducen a "qg": la

disyuncioéon tendra el valor veritativo de "q",

y sera falsa si "q” es falso, -si los dos tér-

minos de la disyuncién son falsos-, y verdad
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$)

6)

si "qgtt es verdad, -si al menos uno de los tér-
minos de la disyuncién es verdad-. Porque una
disyuncion con un término falso es verdad o
falso segun que el otro término sea, respecti-
vamente, verdad o falso.

EN UNA CONJUNCION CON T« COMO UNO DE SUS
TERMINOS, SUPRIMASE ""T«. Es decir, »T.X",

""X.T", se reducen a "X", y ""T.7T" se redu-
ce a ""T*. Del mismo modo, *T- 9, "q .T"

se reducen a wq'": la conjuncién tendra el va-

lor veritativo de "q", y sera verdad si "'q”
es verdad, -cuando los dos términos de la con-
juncidén son verdaderos- y falsa si "q* es fal-
so, -cuando uno de los términos de la conjun-
cion es falso-. Porque una conjuncién con un
término verdadero es verdadera o falsa segun
que el otro término sea, respectivamente, ver-
dad o falso.

EN UNA CONJUNCION CON *""-Ltt COMO UNO DE SUS TER

MINOS, SUPRIMASE EL OTRO TERMINO. Es decir,
IIX-TII’ IIT-XII, IIX- qll’ llq -Xll’ Se redu_

cen a ""X'. Porque en una conjuncidn, basta

que un término sea falso para que sea falsa.
EN UNA CONDICIONAL QUE TENGA «T>» COMO ANTE-

CEDENTE O CONSECUENTE, SUPRIMASE EL ANTECE-
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$)

DENTE. Es decir, "ToTtt, "ToJd», se

reducen, respectivamente, a ""T", «T>», n-L",

y ""™~SqQ”’, ""qoT', se reducen, respectivamen-

te, a ffgn, ""T«. Porque una condicional con el

antecedente o el consecuente verdadero, es ver-
dad o falsa segun que el consecuente sea, res-
pectivamente, verdad o falso.

EN UNA CONDICIONAL QUE TENGA "~L" COMO ANTECE-
DENTE O CONSECUENTE, INVIERTASE EL ANTECEDEN-
TE, (si se trata de un signo de valor verita-
tivo), O NIEGUESELE, (si se trata de una va-

riable), Y SUPRIMASE EL CONSECUENTE. Es decir,
se reducen a WTW,

"JL*?, n T'w, respectivamente, y *X*>q”°, wqi>X"
se reducen a WT-~", *—gn, respectivamente. (En

este udltimo caso, la condicional es verdad si
'Ug"” es verdad, -si wq” es falso-, y falsa si

es falsa, -si wg" es verdad-)s Porque una
condicional con el antecedente o el consecuen-
te falso, es verdad o falsa segun que el ante-

cedente sea, respectivamente, falso o verdad.
EN UNA BICONDICIONAL CON »T« COMO UNO DE SUS

TERMINQOS, SUPRIMASE >»T"". Es decir, "TsTw,

se reducen a ""T"', “JL,

i n —_
respectivamente, y T“‘——qW, "g'sT", se reducen

a "q”’. Porque una bicondicional con un término



verdadero es verdad o falsa segun que el
otro término sea, respectivamente, verdad
falso.

9) EN UNA BICONDICIONAL CON "-L™ COMO UNO DE
SUS TERMINQOS, SUPRIMASE "-L E INVIERTASE

EL OTRO TERMINO, (si se trata de un signo
de valor veritativo), 0 NIEGUESELE, (si se

trata de una variable). Es decir,

se reducen a WI-W,

T, respectivamente, y q"”, 7q= JJ*,

a 'uUqg”. (La bicondicional sera verdad si
'L.g” es verdad, -si "q" es falsa-, y falsa
si 'Lq” lo es, -si "q" es verdad-). Porque
una bicondicional con un término falso es
verdad o falsa segun que el otro término
sea, respectivamente, falso o verdad.
Estas reglas bastan para decidir funciones con los cinco
operadores que venimos empleando. Si quisiéramos emplear, ade-
mas, los dos operadores de Sheffer, a las nueve reglas anterio

res habria que afadir estas cuatro siguientes:
10) EN UNA INCOMPATIBILIDAD CON ""T"* COMO UNO DE

SUS TERMINQOS, SUPRIMASE »V« E INVIERTASE EL

OTRO TERMINO, (si es un signo de valor veri-

tativo), 0 NIEGUESELE, (si es una variable).

Es decir. "T/T« >»>T/3" ""=x=/TN\ se re-



11)

12)

13)
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ducen a nXn, "T", «Tw> respectivamente, y

"T/q", nq/~Tn, se reducen a *UqQ". Porque una
incompatibilidad con un término verdadero es
verdad o falsa segun que el otro término sea,

respectivamente, falso o verdad.
EN UNA INCOMPATIBILIDAD CON "X' COMO UNO DE

SUS TERMINGOS, INVIERTASE "X" Y SUPRIMASE EL

OTRO TERMINO. Es decir, "">X/Jj,
T/, X/, "g/X'"> se reducen a nTw.

Porque una incompatibilidad con un término
falso es verdad, independientemente de lo que
el otro término sea.

EN UNA NEGACION CONJUNTA CON ' |' COMO UNO DE

SUS TERMINOS, INVIERTASE T Y SUPRIMASE EL
OTRO TERMINO. Es decir, TiT", “TJX", fI>XT"",

g» "'qJd, Tw se reducen a nX’’. Porque

una negacién conjunta con un término verdadero
es falsa, independientemente de lo que el otro
término sea.

EN UNA NEGACION CONJUNTA CON *"*1” COMO UNO DE
SUS TERMINOS, SUPRIMASE n_L” E INVIERTASE EL
OTRO TERMINO, (si es un signo de valor verita-

tivo), 0 NIEGUESELE, (si es una variable). Es
decir, "JL4X"9 "XJ*T» "T4X'", se reducen a

T« X" "X, respectivamente, y "X 4, q",
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ng¢ J_n, se reducen a *~gn. Porque una nega-
cion conjunta con un término falso, es ver-
dad o falsa segun que el otro término sea,
respectivamente, falso o verdad.

No interesa saberse de memoria estas reglas, pues quien
tenga presente el significado de los operadores podra ir de-
duciéndolas sobre la marcha. Su aplicacién, sin embargo, es
muy interesante, porque nos permite saber, rapida y cémoda-
mente, exactamente qué se dice en un argumento, ya que con
estas reglas podemos decidir cualquier funcién de las que ve-
nimos tratando para alguna asignacion determinada de valores
0 para todas en general. Decidamos, para toda asignacidén de

valores, la funcidén aparecida ya anteriormente:

~(P . a .v. rs> p
Lo primero que hacemos es sustituir por ”Tn cualquiera de

sus variables. Sin embargo, conviene comenzar por la variable
mas veces repetida, porque se reducen asi mas rapidamente las
funciones y el trabajo que ello nos ahorra es considerable.

Cuando dos o mas variables estan repetidas igual numero de ve-
ces, procedemos por orden alfabético. En la funcién citada "p”
es la variable méas veces repetida. Comenzamos, pues, por ella.
En el proceso, se ira indicando a la derecha y entre parénte-
sis el numero de la regla que se ha aplicado en cada caso. EI
uso de las reglas nos permite ir reduciendo, no ya las funcio-

nes de menor alcance primero, como se hizo anteriormente, sino
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aquellas cuya reduccidn comporta la mayor ventaja para llegar
rapidamente al valor veritativo de la funcién completa, es de-

cir, la que suprime mayor parte de la funcidn.

~(T.q .v. roT:= T
<-q vT .=.J- 4, 61)
T =X 2)
L )

Es decir, que la funcién es falsa para el caso en que "p" es
verdad, independientemente de lo que ttgn y wrw sean. Con esto,

tenemos decidida la funcién para los cuatro siguientes casos:

<KL T
TTI<< Q©
n<n< =

A continuacidén, sustituimos "pn por " _L", y obtenemos:

—(x. 9 *V. rs>

-J-v~r .=.T 5, 7,1
TNV—r .=.T (@D
TWT 2)
T (6)

Es decir, que la funcién es verdadera para el caso en que 'pw

es falso, independientemente de lo que ng" y ’r'" sean. Con es-
to tenemos ya decidida la funcidn para los cuatro casos restan

tes:

MTTM T
M<K ©
<< =
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Vemos, pues, que este método nos permite saber con Facili-
dad y rapidez cual es la informacidn decisiva que necesitamos
para saber si un argumento es verdad o falso. En el caso de la
funcidn que acabamos de tratar, ha resultado ser verdadera siem-
pre que npw fuese falso, y falsa siempre que "pw fuese verdad»
Bastaria demostrar, légicamente o con hechos, que ’pn es ver-
dad para refutar ese argumento. Bastaria demostrar que "p” es
falso para probar que el argumento es verdad. Toda otra infor-
macion relativa a la verdad y falsedad de wg"” y ”rw, sobra. En

rigor, se habria podido decir lo mismo diciendo sencillamente

Veamos otro ejemplo. Decidamos, para todos los casos posi-
bles, la funcion:
p . q .vV.Z"p *Z*r IO: =7r

Tanto ”pw, wqg" y "'r” aparecen en la funcién igual numero de ve-
ces. Procedemos, por tanto, por orden alfabético. Es decir, asig
nandole el valor de verdad primero a "pn:

T. g .v.—~T »—r 0O: g=r

q .v.JL «—r :O: qg=r “4, 1
qvl .D. g=r (5)
q .O. g=r 3)

Como no podemos seguir adelante, le asignamos a "q" (aparece

veces) el valor de verdad:

T.0.T=r
T=r (6)

r S)



33
r

Para seguir adelante, le asignamos a wr” el valor de verdad, y

nos queda:

T

Es decir, para el caso en que "p" es verdad, ngn verdad y *'r”

verdad, la funcidn es verdad. Con esto, tenemos decidida la fun-
cién para uno de los ocho casos posibles. Para averiguar los res
tantes, seguimos el camino inverso asignandole a rit esta vez el

valor de falso, y tenemos:

L
Es decir, la funcion es falsa en el caso de "p" verdad, "q" ver-
dad y "r"" falso. Con esto tenemos ya dos casos de" los ocho posi-
bles. Seguimos subiendo y nos topamos con la funcidn intermedia

g -D. g=r'". Le asignamos a "q" el valor de falso, y queda:
J .B.x=r
T @)
Es decir, para el c”so en que ”pw es verdad y "q” falso, la
funcién es verdad, independientemente de lo que '"rn sea. Con

esto tenemos dos casos mas:

<<t
T T -
n< 3

Faltan, pues, cuatro mas, puesto que el numero de casos posibles
para una funcién de tres variables es 23— 3. Para encontrarlos,
seguimos subiendo en el camino de vuelta y nos topamos con la

funcién original. Esta vez le asignamos a "p" el valor de falso:

L« Q .v.-IL .—r :z=: g=r



+ . v.T . —r :z>: g=r (5, 1)
J-V—r *0. gsr (4)
—r .O. g=r (3!
Para seguir adelante, le asignamos a la variable mas veces re-
petida, es decir, nrn, el valor de verdad, y tenemos:
/| «O. gs I
q=T (1)
Bl (7)
La funcién, pues, es verdad para el caso en que wpw sea fal-
so y '"r" verdad, independientemente de lo que sea nqg'. Con es-

to, hemos logrado dos casos mas:

T o
nm<a
<<=

Iniciamos ahora el camino de vuelta, hacia arriba, y nos
topamos con *°r « 3« g=rw y le asignamos a nrn (aparece dos

veces) el valor de falso:

a=J_
T.0» g=3_ (i)
g=_L (6)
~d ()]

Para seguir adelante, le asignamos a ’q" el valor de verdad:

L (1)

Con lo que hemos logrado un caso mas, el de "p" falso, "r'" fal-
so y "q" verdad. Para llegar al ultimo caso, le asignamos a "q"

el valor de falso:
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T Q)

Es decir, la funcién es verdad para el caso en que "p" es falso,
wrw falso y "g" falso.

Todo lo anterior puede simplificarse haciendo mentalmente los
pasos evidentes y escribiendo a la izquierda la sustitucion de la

variable mas veces aparecida por nTW, y a la derecha su sustitu-
., " LW L .
cion por _LVl. Tampoco es necesario indicar las reglas que se apli
can. Lo Unico que conviene, quiza, es tirar una raya debajo de la
expresion después de la cual viene una nueva asignacion de valores

Unos cuantos ejemplos dejaran claro este meétodo:

I—(p . @ .v. rp :=:=—p

—(r= rz=T:=:-L qQ *v> ros) i=:T
~q vT .=o0JL V—r e=+T
T =J- Tv<r =1

JL Y y—r
T

Z—r Z=. g=7r

Teq .—r z>: q=r J. q .v.T qgsr
q v L g=r J v—r .O. g=r
q a=r ~r .2> qg=r
T .0JoT=r J®O.J =r 2.0. g=r T.0O. gs=x
T =r T T
r —q

T X X T
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~(~=p oDo g v—p)

~-(_ L.O. g vi) ~(Te- g vT)

-T —(g vT)
3 —T
<

pvq Por s gos :: rvs

Tvq : Tor « qos 202 rvs xXvq :xor « g°s 272 rvs
T2 ¥ « Hos 0 Fvs g :T. gqos :=> rvs
r - qos D« rvs q * gos <3. rvs
« gos .0. Tvs X. Qos JLVSA"*738 *°* rys X« 13S .3. rvs
qos .3.T 138 S rvs X D. rvs
T T 3. rvT X rvx
rvr r
T
p.q rvs .=. t :v: u
T.q .232. rvs .=. t 2v2 u _Lg .232. rvs e=- t 2V2 u
g «2J2, rVS .=. t 2V2 u X.232. rvs .So t 2v2 U
T.232. rvs .=. t 2V2 U X.232. VS 5. t 2v2 U t
rvs 0=0 t 2v2 U T
TVS e=e t 2V2 U XVS e=e t 2V2 U
T=t ,v. u ast .v, u
tvu T=t .v. U X=t .v. u
Tvu xvu tvu -tvu
T 14 Tvu VU j-vu TVU
T X T 34 14 T

T X- T X



(P /—q </= q /—p)

~(T/—q .7.X) Cc</~q /. q /1)
~(qg /1) —(T/—a)
a Na
T > X T

~p g ¢ X« —q ip

XXqg *Xep»gX r J,q « Xe ~qX_L
- XX XXq
q
T — X
< | g

Ejercicio 5.-

Decidase, con el método expuesto en el presente capitulo,
las funciones del ejercicio 4»
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LAS TRANSFORMACIONES. -

Considérense las siguientes tablas:

q —-P .-q (op . ~a) z~poq

p a P —a pv

VvV V F F v F Vv Y
V F F V Vv F v Vv
FV V F Vv F v v
F F V V F Vv F F

Ellas nos indican que las siguientes expresiones:
Pv g, ~(—p . —q);—PDq;
tienen todas la misma matriz, (el mismo valor veritativo en los
mismos casos). Sabemos que cuando dos funciones tienen siempre
el mismo valor veritativo, son equivalentes, (bicondicional ver-
dadera en todos los casos), y que podemos intercambiarlas, usar
la una por la otra, puesto que légicamente son lo mismo.
Expresado simbolicamente:
pvag .=="-*p +~q) -=+-Poq
(No se especifica cual de las bicondicionales tiene mayor alcance
porque, segun se vera después, en este caso es indiferente)c
Por ejemplo:
Voy al cine o al teatro, (p v Q)

Puedo decirlo igualmente, de acuerdo con lo anterior:
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Es falso que no voy al cine y que no voy al tea-
tro. '~q)J
Si no voy al cine, voy al teatro. (-p?q)

Lo anterior permite que podamos establecer la siguiente re-
gla para la transformacion de la disyuncién: Para expresar una
disyuncién como conjuncién, hemos de negar la funcién y ambos tér
minos. Para expresarla como condicional, basta negar el primer
término.

Esta claro intuitivamente (y puede comprobarselo facilmente
mediante esa induccidn completa que es la tabla) que:

—(-p) = p
Por lo que, de acuerdo con la regla de arriba, por ejemplo:
~pvq,=."(-p)og .=. poq

En virtud de lo cual podemos formular la regla de este modo:

Para transformar una disyuncién en conjuncion,
cadmbiesele el signo a la funcidn y a cada uno
de sus términos.

Para transformar una disyuncién en condicional,
cambiesele el signo al primer término.

Por ejemplo, la siguiente disyuncion:
No me pegues o te pego. (~p Vv Q)

Se transforma, en conjuncién y condicional, respectivamente:
No es el caso que me pegas y que yo no te pe-
go. E~(p . ~q)]

Si me pegas, te pego, (poq)
Esta disyuncidon negada:

No es el caso que trabajo o no como. jj—(p v—qj]

Se transfonna en conjuncién y condicional, respectivamente:
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No trabajo y como, (™p °* Q)
Es falso que si no trabajo no como.

Considérense ahora las siguientes tablas:

p g —P —g p+q ~pv-q ~(PV-d)
vV V F F Vv F %
V F F Vv F Vv F
F VvV Vv F F Vv F
F F V Y% F Vv F
pd q ~—(P?—q)
F Vv
\ F
\ F
Vv F
Es decir:
p.q.,.=,—(pv—q) ,= (po™q)

De donde podemos sacar la siguiente regla para la transformacion
de conjunciones:
Para transformar una conjuncidon en disyuncion,
cambiesele el signo a la funcién y a cada uno
de sus términos.
Para transformar una conjuncién en condicional,
cambiesele el signo a la funcion y al segundo
término.
Por ejemplo, la siguiente conjuncion:
Estudio pero no aprovecho, (p .—qQ)
En disyuncion (negada):
No es el caso que no estudio o aprovecho. (~(~p v gj*
En condicional (negada):

Es falso que si estudio aprovecho. [NpogQ

Considérense ahora las siguientes tablas:



P q —q pog ~-Pvg p qg —( .—0)
V V F F v Y F v
V. F F Y, F F Y, F
F V V F v V F v
F F V Y, v V F v
Es decir:
poq .=.—p Vv q .= (P . ~a)

De donde sacamos la siguiente regla de transformacién para la con
dicional:

Para transformar una condicional en disyuncion,
cambiesele el signo al primer término.

Para transformar una condicional en conjuncion,
cambiesele el signo a la funcion y al segundo
término.

Por ejemplo, la condicional:
Si no vienes, no voy. (—po—q)

Se transforma en disyuncién y conjuncién, respectivamente:

Vienes 0 no voy. (p v—Qq)
Es falso que no vienes y que voy. *~(—p <« q)J

Es evidente que todas estas reglas se habrian podido deri-
var de cualquiera de las tablas que hemos considerado, porque con
la misma regla que nos permite transitar de una disyuncién a una
conjuncion o condicional, se puede hacer el camino inverso pasan-
do de la condicional o conjuncién a la disyuncién. Las reglas, en-
tonces, podemos expresarlas, mas econdmicamente, asi:

PARA PASAR DE UNA DISYUNCION A UNA CONJUNCION,
Y VICEVERSA, CAMBIESE EL SIGNO DE LA FUNCION Y
DE CADA UNO DE LOS TERMINOS.

PARA PASAR DE UNA CONJUNCION A UNA CONDICIONAL,

Y VICEVERSA, CAMBIESE EL SIGNO DE LA FUNCION Y
DEL SEGUNDO TERMINO.
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PARA PASAR DE UNA CONDICIONAL A UNA DISYUNCION,
I VICEVERSA, CAMBIESE EL SIGNO DEL PRIMER TER-
MINO.
Es igualmente evidente que estas reglas pueden aplicarse

en funciones todo lo complejas que se quieran. Por ejemplo:

Si un cuerpo esta en reposo o en velocidad cons-
tante, entonces esta en equilibrio, pv g .O. r

Podemos expresarla con disyunciones:
No es el caso que un cuerpo estad en reposo
o en velocidad constante, o esta en equili-
brio. —(pv g vr

Con condicionales:

Si un cuerpo no esta en reposo, esta en velocidad
constante, so6lo si estad en equilibrio, -~“poq .O.

Con conjunciones:
Es falso que no es el caso que un cuerpo no esta en
reposo y no esta en velocidad constante y que no es
ta en equilibrio. *~q) --—T1j

La anterior transformacién ha desembocado en una selva gramatical

pero desde un punto de vista ldgico dice exactamente lo mismo que

las otras proposiciones.

También se puede, por supuesto, emplear diferentes operado-

res. Por ejemplo (disyuncidén y conjuncion):

No es el caso que un cuerpo esta en reposo o velo-
cidad constante y no esta en equilibrio. —(p v ¢q

o_r)
Hemos prescindido de la bicondicional porque esta funcidn
es verdadera y falsa en dos casos, razén por la cual es imposi-
ble expresar cualquiera otra funcién en términos de ella. Lo que

si puede hacerse, evidentemente, es expresar la bicondicional
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en términos de cualquiera de los operadores:

p=g .=. poq . g™p .S.—[-(—p V g) v—(-q Vv
vpil . ~@-~a) .—(@ .-p). .= .D.
. S>.~(gqop)]

Estas transformaciones son uUtiles, sobre todo pedagdgicamen-
te, porque son bien sdélitos los casos en que basta asediar a una
inteligencia torpe desde diferentes angulos para rendirla, es de-
cir, diciéndole lo mismo de diferentes maneras hasta llevarla a
la.comprension diafana» Sucede también con frecuencia que una in-
formacién enrevesada puede expresarse muchas veces mas transpa-
rente a la intuicidén cambiandole su forma. Por ejemplo, la propo-
sicion:

No es el caso que un cuerpo estd en reposo 0 en
velocidad constante y que no esta en equilibrio,

ni tampoco que esta en equilibrio pero no en re-
poso o velocidad constante. —(p v q .—r). ~*fr

. ~(p v q)J

Es un caso que puede transformarse en:
pvg .Dr : r .D* pvqg

Es decir:
Si un cuerpo esta en reposo o en velocidad cons-
tante, entonces esta en equilibrio, y si un cuer-
po esta en equilibrio, entonces esta en reposo o0
en velocidad constante.

Pero esto es lo mismo que:
pvqg -=.r

Es decir, mucho méas claramente que la proposicion original:

Un cuerpo esta en reposo o en velocidad constan-
te si, y so6lo si esta en equilibrio.
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Por otra parte, es facil comprobar-(con las tablas) que:

pVvq p/—q .= (plg)
p.q .=E~(p /9 ~.—pi—q
P2>q .=. p /—q .==.z—~(—plq)

Es igualmente facil derivar las reglas para transitar de los
operadores conocidos a los de Sheffer y viceversa. Con los opera-
dores de Sheffer, ademas, hay una particularidad bien notable, y
es que comoquiera que:

p *=e+ PZ P si=~¢ PI'q
(segun puede comprobarse con tablas), podemos expresar los opera-
dores conocidos sin necesidad de echar mano a la negacién, puesto
que también ella puede expresarse en términos de cualquiera de los
dos operadores de Sheffer:
Pvg (™ p/p /. g/ q D péq e p<lg
p.q::=: p/q ./. p/ q:=:pip .T.0¢q
pz>q p ./. 9/ ¢ plp .1 . g ¢ :
1 pep el q
Y también, por supuesto:
p/q- cplp .i1.qlg ¢+ pip *i°*0déq
Pigq P/ p /. q/q /: P/ P /. g/ q
En consecuencia, pues, que podemos expresar cualquier fun-

cién en términos de cualquier operador (mas la negaciéon, salvo

si se emplea alguno de los dos operadores de Sheffer).

00000

Si el nimero de operadores (menos la negacién) de un lengua-
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je es k, y n el nimero de operadores de una proposicidon o argu-
mento, resulta, segun el analisis combinatorio, que kn es el nu-
mero de transformaciones de esa proposicidon o argumento. Ahora
bien, como las variables pueden conmutarse (incluso la condicio-
nal, transformandola previamente a disyuncién o conjuncidén, que
si gozan de la propiedad conmutativa), el numero anterior debe
multiplicarse por 2n, porque hay dos maneras de expresar cada una
de las n funciones. Por tanto
2nkn
Es el numero de formas en que puede decirse cualquier cosa con n
operadores en un lenguaje con k operadores. Es evidente que de es-
tas 2nkn formas de decir légicamente lo mismo, hay muchas grama-
ticalmente torpes. La diferencia entre ellas, sin embargo, es pu-
ramente retdrica.
Por ejemplo, sea de nuevo la proposicion:

Si un cuerpo esta en reposo o en velocidad cons-
tante, entonces esta en equilibrio.

Que representamos simbdlicamente:
pvg¢®*Der

En un lenguaje con tres operadores s6lo (mas la negacién): "v"

2
se la puede decir de 2x2x3 « 36 maneras diferentes:

1) ~(PpVvagvr
2) —(pvaqg.—n
3) pvg .D.r
4H"Np e V. T
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6) ~(~p *~—q)or
7) ~(~pz>q) v r
d) ~(—pogq 0—r)
99—~Poq * O. r

10) r V'--ip v Q)
11) r .v. ™p *—q
12) r v=(=pz=>0q)
13) ~(r . p Vv Q)

14) —["r . p . —a)]
15) —(=r --p?q)
16) (p v Q)

17) —r .o *—p .—(q
Id) -ro—(—poq)

19) (g vp vr
200 -(q v p .—r)
21) gv p .. r
22) N .—p .V. r
23) ~[~(=q .~p) .-Tri
24) ~("q *—p)o r
25) ~("gbp) v r
26) "(~qz>p .—¥r)
27) ~q™>P e r

2d) r v—(q v p)

29) r .v. —q .—pP

30) r v—(CTpDp)

31) ~(=r . q Vv p)

32) —£~r . ~(—q p7)
33) —(*r --a™p)

34) ~r:>~(q v p)

35) —r *O0°*~q *—~P
36) —r?-(—qgD p)
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En la pagina 92 han aparecido, ejemplificando, los numeros
1, (o 19, que le es muy semejante incluso retéricamente), 2 (o
20), 3 (0o 21), 5 (o 23), 9 (o 27).
Otros interesantes son:
No es el caso que si un cuerpo no estad en repo-
so ni en velocidad constante, esta en equilibrio.

(6 o 24)

Un cuerpo esta en equilibrio o no es el caso que
esta en reposo o en velocidad constante. (10 o 26)

Un cuerpo esta en equilibrio o no estad en reposo
ni en velocidad constante. (11 o 29)

Si un cuerpo no esta en equilibrio, entonces no
esta en reposo ni en velocidad constante. (17 o 35)

Uno un poco menos diafano es:
Si un cuerpo no esta en equilibrio, entonces es
falso que si no esta en reposo, esta en veloci-
dad constante. (16 o 36)
Por otra parte, la proposicion (mas rigurosa que la que a-

cabamos de transformar):

Un cuerpo estad en reposo o en velocidad constante
si, y soOlo si esta en equilibrio.

Que simbdlicamente se expresa:

pvqg .=. r
Pero, comoquiera que eso es lo mismo que:

pvqg *D. r . r .. pvq
Hay, en las mismas condiciones anteriores, exactamente 2x5x3c« 2430
maneras diferentes de decir lo mismo, y que pueden obtenerse bien
facilmente siguiendo el método que empleamos en el ejemplo ante-

rior.
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Ejercicio (>=-
a) Expresar, en términos de disyuncion:

1) PDQ

2) q

3) PO-g

4) -~po~-q

5) —HoqQ)

6) ~(po—q)

7) M”po—q)

8) poq *O°¢ ros

9) PD~q .0 .-ros
10) poq . O.—(rj—s)
11) -(po—q .O. ros)
12) p gor :D: s
13) P .O+—gor 20 :—s
14) ~(—P .O.~gqo”™r 202—s)
15) —p :=>: q ro—s
16) p * q

17) —p * ¢

Id) p *—q

19) ~P + —q

20) —(=p * Q)

21) ~(—=p *+—a)

22) p»q : r . s

23) —p * q —{r .—5)
24) —ip »~q 2—r »—5)
25) p ¢*. g . r s
26) —p * q «—r 2—sS
27) psq

28) ~p=q

29) p=—q

30) ~pB~q

31) ~(p=09)

32) ~(p==~q)

33) ""(‘vDr=--0)



34) p=q ==. r=q

3%) ~P=q .=+ —-s=p
30)~(—p=q) . g=p

37) p-q-ID.r.s

3%) pe—q .z=.—(r * 3)
39 po—q .—r v s —t

40) p .M -O. rz>~s :v: t
41) poq *v: p .=. q *—r

b) EXpresar, en términos de condicional:

42) p v ¢

43) —P v ¢

44) p v—(q
45) —P v —q
46) p v—a)
47) ~(p v )

43) pv g .V. r v s
49) p v—q .V. —r v s
$0) pv q .v. —(r v—s)
$1) —(p v—q . D. r v s)
52) p .v. gV r v: s
53) Px.v. p2 v pN v: p°
54) (p-~Vv.—p2 v—p~ v:—p"
Ademas, todas las funciones desde el numero 16 hasta el 41*

c) Expresar, en términos de conjuncién, desde el numero 1
hasta el 15, y desde el 27 hasta el 54*

d) (De cuantas maneras puede decirse, con tres operadores
s6lo (mas la negacidn) la siguiente proposicion?:

Si dos circunferencias tienen el mismo centro y
diferentes radios, entonces, y sélo entonces,
son concéntricos y la una es mayor o menor que
la otra.

e) La siguiente es una informacién enredada. Transférmela
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hasta llevarla a una formulacidon clara:

Es falso que no es el caso que no sale electo de
diputado o no cumple su palabra y que el pueblo
no dobla por él su estima»



EL METODO DE POST

En uno de los capitulos anteriores se expuso la técnica
para, dada una funcidn cualquiera (de las hasta ahora tratadas),
hacer su tabla de valores veritativos o matriz. En este capitu-
lo se trata de presentar und* técnica inversa mediante la cual,
dada una tabla de valores veritativos o matriz, podamos derivar
una funcidén a la que le corresponde esa tabla. La técnica, des-
cubierta por el légico Post, es importante, segun se vera des-
pués.

Antes de abordarla, hemos de saber que hay un teorema, que
demostraremos a su debido tiempo, donde se expresa la ley asocia-
tiva para la conjuncién. El teorema, que hasta tanto no le demos-
tremos légicamente puede comprobarsele mediante esa induccién per
fecta que es la tabla, dice que:

p.q:r  :=:p:(¢ r
Es decir, que es lo mismo asociar wq" con 'prt que con *'r*. En
virtud de esta ley, cualquiera de las dos funciones que flan-
quean la bicondicional pueden ser expresadas asi: "p . q . rn,

sin necesidad de precisar cual de las dos conjunciones tiene ma-
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yor alcance, puesto que son equivalentes (tienen la misma ma-
triz) la expresion de la izquierda, donde es la segunda con-
juncion la de mayor alcance, y la de la derecha, donde la con-
juncién de mayor alcance es la primera.

En matemética hay, por cierto, también una ley asociativa
para el signo homoénimo al del producto légico o conjuncién, es
decir, para el signo de la multiplicacion. En efecto:

(axb) xc -ax (bxc
Y escribimos, cualquiera de las dos expresiones que flanquean
el signo de la igualdad: ”a x b x cw, sin necesidat?{ de tener que
precisar con paréntesis cual de los dos signos de multiplicacion
tiene mayor alcance.

Ahora bien, si "p * g | r’ es equivalente a "p : q * r”’, re-
sulta que basta que cualquiera de las tres variables tenga el va-
lor de falso para que la funcién también lo tenga. En general,
una conjuncién con n variables, "pN ¢ pN - e eee o+ PN es
falsa con tal de que uno de sus términos sea falso. Es decir,
que para que una conjuncidn sea verdad, todos sus factores,
sean estos cuantos fueren, han de ser verdad.

Con la disyuncién pasa lo correspondiente. Hay también, en
efecto, un teorema que dice:

pPvqgq .Vv. r :=:p .v. qVr
Es decir, que también para la disyuncidon hay una ley asociativa

en virtud de la -cual es lo mismo asociar wqtt con "p” que con ’rn



Por ello, cualquiera de los dos extremos de la bicondicional po-
demos expresarlos asi: "p v q v r”’, sin haber tampoco la necesi-
dad de precisar cual de las dos disyunciones tiene mayor alcance.

En matematica también hay una ley asociativa para el signo
homoénimo al de la suma légica o disyuncidn, es decir, para el
signo de la adicidon. En efecto:

(a+b) ¢ c«a+ (be 0
Y escribimos, cualquiera de las dos expresiones que flanquean el
signo de la igualdad: "a ¢ b ¢ cn, sin tener que precisar cual de
los dos signos de adicion tiene mayor alcance.

Ahora bien, si "pv q .v. r" es equivalente a "p .v. q v r",
resulta que basta que cualquiera de las tres variables tenga el
valor de verdad para que la funcién también lo tenga. En general,
una disyuncion con n variables, "p~ v P2 v pA v ... v pN' es ver-
dad con tal de que uno de sus términos sea verdad. Es decir, que
para que una disyuncion sea falsa, todos sus componentes, sin im-
portar cuantos sean estos, han de ser falsos.

Ademas de esos dos teoremas que expresan la ley asociativa
para la conjuncién y la disyuncién, demostraremos, asi mismo mas
adelante, estos otros dos, que expresan la ley conmutativa para
la conjunciéon y la disyuncion:

péqgqob—q.op
Pvqg qvop

Paralelamente, en matematica:

axb-bxa

aeb -Db e a
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Expresan la ley conmutativa para la multiplicacion y la adicion®
Una ultima cosa que hay que decir es que, en este capitulo
conviene variar el orden hasta ahora seguido de los casos de las
tablas® En la primera columna se alternan las V y las F de una en
una, en la segunda, de dos en dos, en la tercera, de cuatro en
cuatro, etc..., hasta llegar a la udltima en la que la mitad de

lIa columna es V y la otra mitad F. Es decir, que en vez de, por

ejemplo:
P g r
V V V
V V F
V F V
V F F
F v V
F V F
F F V
F F F
Tendremos:
£.3..£
V V V
F VvV V
V F V
F F V
V V F
F V F
V F F
F F F

El orden en que aparecen los casos es, por supuesto, indiferen-
te, so6lo que en este capitulo es preferible seguir el segundo.
Consideremos ahora la matriz de una funcidén cualquiera

[f(p,g)] , de la cual sabemos solamente que contiene dos varia-

bles, (p, Q):



P q filp.,qaj
1 Caso V V ?
£ N F V ?
3 V F ?
Sabemos que la conjuncidn "p ¢ " es verdadera solo en el pri-

mer caso; que la conjuncidn es verdadera soélo en el

~P°q
segundo caso; que la conjuncién "p ¢ —qn es verdadera sélo en

el tercer caso; que la conjuncién "~p ¢ ~q" es verdadera sdélo
en el cuarto caso. Ahora bien, si "p * " es verdadera sélo en
el primer caso (y falsa en todos los casos restantes), enton-
ces la negacion de esta funcion, es decir "~(p * )" es falsa
s6lo en el primer caso (y verdad en todos los casos restantes).
Por lo mismo, "~z(™p ¢ Q)" es falso sdélo en el segundo caso, y
"~(p * —g)n falso sbélo en el tercer caso. Etc... Convengamos
en que "CN" sea la abreviatura para la conjuncién cuyos térmi-
nos o factores son las variables que aparecen en la matriz, a-
firmados ambos. Esta claro que C* es verdadera solo en el pri-
mer caso. Del mismo modo, convengamos en que sea la abre-
viatura para la conjuncién cuyos factores son las variables que
intervienen en la matriz y el primero de los cuales esta nega-
do. Por supuesto, Go es verdad unicamente en el segundo caso.
Y del mismo modo, "C/", abreviatura para la conjuncién cuyo se-
gundo factor esta negado, es verdad uUnicamente en el tercer ca-
so. Y "C4", abreviatura para la conjuncién ambos de cuyos fac-
tores estan negados, es verdad unicamente en el cuarto caso.

De todo lo anterior se desprende que-"C” es falso unicamente
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en el primer caso;———es falso Unicamente en el segundo caso;
~-C.4 es Talso unicamente en el. tercer caso; etc...

Con la disyuncidn pasard lo correspondiente. La disyun-
cion "~p v ~q” es falsa sd6lo en el primer caso; p v—~q'" es
falsa so6lo en el segundo caso; "~p v gn es falsa sdélo en el
tercer caso; "p v q” es falsa sélo en el cuarto caso. Si ne-
gamos cada una de estas funciones, resultara que tal negacién
es verdad donde la funcién original es falsa, y falsa donde la
funcidén original es verdad. Por tanto, si "-p v ~q" era falsa
s6lo en el primer caso, (y verdad en todos los casos restantes)
entonces n~(~p v —q)w es verdad solo en el primer caso, (y fal-
sa en todos los casos restantes). Del mismo modo rL~(p v —Q)T es
verdad solo en el segundo caso, y n—~(—p v qQ)w es verdad soélo en
el tercer caso. Etc...

Al igual que con las conjunciones, les buscamos abreviatu-
ras a las disyunciones. Si en el caso de las conjunciones pro-
cediamos a formarlas afirmando las variables de la matriz cuan-
do en ésta eran interpretadas como verdad, y negandolas cuando
en la matriz se las interpretaba como falsas, con la disyuncion
procedemos a la inversa. Es decir, formamos la disyuncién negan
do las variables cuando en la matriz aparecen como verdad, y
afirmandolas cuando en la matriz aparecen como falsas. De acuer
do con esto, es la abreviatura para la disyuncion ambos de

cuyos términos estan negados, y que es falsa s6lo en el primer

caso; "D2W, la abreviatura para la disyuncidén cuyo segundo tér-



mino estad negado, que es falsa Unicamente en el segundo caso;
”DMn, la abreviatura para la disyuncidén cuyo primer término
esta negado, y que es falsa so6lo en el tercer caso; la
abreviatura para la disyuncién ambos de cuyos términos estan
afirmados, y que es falsa uUnicamente en el cuarto caso. Ahora
bien, si es falso uUnicamente en el primer caso, (y verdad
en todos los casos restantes), entonceses verdad Unica-
mente en el primer caso, (y falso en todos los casos restan-
tes). Del mismo modo es verdad sélo en el segundo caso y
~D¢ es verdad so6lo en el tercer caso. Etc...

Si quisiera una funcién que fuese verdadera uUnicamente en
el primer y segundo caso, no tendria mas que tomar dos funcio-
nes que fuesen, respectivamente, verdad sélo en el primer y
segundo caso y conectarlas con una disyuncién. La funcién re-
sultante sera verdad en el primer caso, pues en éste’su pri-
mer término es verdad, y también en el segundo caso, donde se-
ra verdad su segundo término. y son verdad solo en el
primer caso, Yy ywson verdad sélo en el segundo caso,
luego cualquiera de las cuatro funciones siguientes:

Cl1 7 C2
ci V~d2
"'DN v

D1 7 C2

Cumplen con la condicién que buscabamos; es decir, todas estas

son funciones verdaderas Unicamente en el primer y segundo ca-
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so, y falsos en todos los casos restantes®
Pero es lo mismo ser una funcion (con dos variables) ver-
dad soOlo en el primer y segundo caso que ser una funcion falsa
s6lo en el tercer y cuarto caso. Ahora bien, sabemos que~CH y
Dp y son falsas Unicamente en el tercer y cuarto caso

respectivamente, por tanto las siguientes conjunciones:

Cumplirdan también con la condicion que buscabamos; es decir, se
ran falsas solo en el tercer y cuarto caso. (En ambos casos cual-
quiera de las conjunciones citadas tendra uno de los términos
falsos, y esto basta para que la conjuncion lo sea). En otras
palabras, que estas cuatro funciones tienen la misma matriz que
las cuatro consideradas anteriormente.

Con esto, estamos ya en posesion de un medio para hacer
funciones que correspondan a una matriz dada. Lo unico que he-
mos de hacer es fijarnos en la matriz para ver en qué casos se
quiere que la funcion pedida sea falsa o en qué casos se la quie-
re verdad. Si se quiere que la funcion sea falsa en los casos
m-ésimo y n-ésimo, concectamos con una conjuncion las conjuncio-
nes"C y~C ; o las disyunciones D' y D ; o bien~C con D , o
con ~Cn. Por otra parte, si se quiere que la funcidon sea ver-

dad en los casos m-ésimo y n-ésimo, conectamos con una disyuncion
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las conjunciones y G o las disyunciones ~Dm y~D”; o bien

Cra con ~Dn, 0 ~Dﬁ con C

.

Si se quiere que la funcion sea falsa en tres casos, el
m-ésimo, el n-ésimo y el j-ésimo, por ejemplo, conectamos con
una conjuncién las conjunciones , ~C.. 0 las disyun-
ciones Dm. Dn' IZ] 0 las debidas combinaciones entre ellas, por
supuesto. El teorema donde se expresa la ley asociativa para la
conjunciéon nos permite prescindir de tener que darle a una de
las dos conjunciones un alcance mayor. (Lo mismo habria que de-
cir para la disyuncion a la que habriamos llegado si la condi-
cion requerida fuese que la funcion sea verdad en tales o cua-
les' casos).

Pero, una funcion falsa en los tres casos citados tiene la-
misma matriz que una funcién verdad en el caso restante. Si és-
te fuera el i-ésimo, entonces la conjuncion C).( y la disyuncion

cumplirdn asi mismo las condiciones que queriamos; es decir,
ser falsa en el m-ésimo, n-ésimo y j-ésimo caso. Evidentemente,
es mas facil y comodo llegar a estas dos funciones que al mas
complicado considerado anteriormente. Qué hemos de escoger, si
una funcion que sea falsa en tales casos, 0 si una funcidén que
sea verdad en tales otros, se decide atendiendo al criterio de
mayor simplicidad; es decir, nos decidiremos por lo primero si
en la matriz hay menos falsedades que verdades, y por lo segundo
si hay menos verdades que falsedades; de este modo la funcién que

resulta es menos compleja.
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Trabajando con matrices de dos variables sélo, como hasta
ahora hemos hecho, puede ensancharse el repertorio de funcio-
nes al cual llegar introduciendo la condicional. Sin embargo,
el uso de ésta para el objetivo actual es limitado. Comoquiera
que no hay una ley asociativa para la condicional, no podremos
conectar con ella funciones. Lo que si podemos concectar con e-
1la son variables.

Es evidente que la condicional ""po—qgw es falsa sélo en el
primer caso. Esta condicional la abreviamos Con™w. (La condicid

nal negada "—~(p3—qg)n, o ~“Con”, es verdad so6lo en el primer ca-

s0). t—po—q" es falsa solo en el segundo caso, ('-(-po-q)”’, o
~Con”, es verdad soélo en el segundo caso), '"'poq"™ es falsa sélo
en el tercer caso. (U(poq)', o-“Con”®, es verdad sélo en el ter
cer caso), "~pDgM es falsa s6lo en el cuarto caso. (t—~(—pQO gq)n,
o ~Con”, es verdad soOlo en el cuarto caso).

Podriamos todavia ensanchar mucho méas el repertorio de fun-
ciones al cual llegar si introdujésemos los signos de Sheffer.
Lo que no podemos introducir es la bicondicional, pues ésta es
verdad en mas de un caso, y falsa en mas de un caso.

Todo lo anterior ha sido hecho sobre una matriz sencilla de
dos variables s6lo® Podemos ampliar lo dicho, sin mayores difi-
cultades, de modo que se aplique a una matriz con la cantidad de
variables que queramos.

Consideremos el siguiente cuadro, donde se hace una matriz

con n cantidad de variables, donde n es un ndmero cualquiera.
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En vez de p’’, ’q", ’r”’, etc..*™, emplearemos, para mayor como-
didad "'PI', "p/, "p..", ... "pn%
Pl P2 p3 PN (PI>P2> >***>Pn
1 Caso V V V Y, 7
2 7 F VvV Vv Vv !
3 " V F V v !
k » F F Vv \ I
\Y V F v 9
6 " F V F \% 7
2n. 2" F VvV F F !
gn-Ie v F F F !
nt F F F F 7

Hagamos una conjuncion de todas las variables, afirmadas si es-
tan interpretadas como verdad y negadas si como falsas. La pri-
mera conjuncion, atendiendo al primer caso, es ”p® ¢ p ¢ pM o
................ Pn”’, que abrev:-amos "CjI"* P°r asociatividad

sabemos que ella es verdadera sélo en el primer caso. Por tan-
to es falsa s6lo en el primer caso. Del mismo modo, la se-
gunda conjuncioén, "~P-j_ e ?2 * NZ....... ~n’”’ que es verciadera

s6lo en el segundo caso, la abreviamos ’07”°. Por tanto, es

falsa so6lo en el segundo caso. La tercera conjuncion, "p. -

J- 2
o pN o * pn”’, que es verdadera so6lo en el tercer caso, la
abreviamos ”C ”’. Por tamto,eS falsa sélo en el tercer caso.
La 2n-1 conjuncién, ”p *~pP « '~-p3 ® ... -—P_7, Qque es verda-
+ < .

dera solo en el 2n-1 caso, la abreviamos ”C n ,"e Por tanto,
2 1

"M2n 1 eS ifa™sa en 2 ““1 caso. La dltima conjuncidn,

NAD. L ~P= e, ~P ”?’, gue es verdadera so6lo en el ul-
pl IO2 3 n q

timo caso, el 2n caso, la abreviamos "C™n’* Por tanto.,es



Con la disyuncidén pasa lo correspondiente. Hagamos la dis-
yunciéon de todas las variables, negadas si estan interpretadas
como verdad, y afirmadas si como falsas. La primera disyuncion,

~p':l\i~é v—p3 Vo v~pnn,
que abreviamos por WD"W. Por la ley de asociatividad sabemos que

atendiendo al primer caso, es

ella es falsa sélo en el primer caso. Por tanto,es verdad

solo en el primer caso. Del mismo modo, la segunda disyuncion,

npI v~-p2 v—’\p3 vV ... v~pnM, que es falsa sd6lo en el segundo

caso, la abreviamos "V?"e Por tanto, es verdad sé6lo en el

segundo caso. La tercera disyuncidn, ll~p:ll/é v—-p3 V ... V

v-=p N, que es falsa so6lo en el tercer caso, la abreviamos "D3w.

Por tanto, es verdad solo en el tercer caso. La 2n-1 disyun-

cion, "~p, vp~Vvp V ... vp7 que es falsa sé6lo en el 2n-I
1 2 3 n

caso, la abreviamos "D _n _"e Por tanto, ¢)_nh es verdad solo
2-1 2-1

en el 2 -1 caso. La ultima disyuncion, npi/% vp3 V ...V an’
que es falsa so6lo en el ultimo caso, el 2n caso, la abreviamos
"D™Mn"* Por tanto, es ver™fal solo en el ultimo caso.

En general, si queremos una funcion falsa en el i-ésimo ca-
SO, j-ésirao caso y k-ésimo caso solamente, conectaremos con una
conjuncion las comjunNcionNneso las disyunciones
Dp Dj, D o las correspondientes combinaciones. Es decir, re-
sultan las siguientes funciones:

—ClI
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EtCcee-
Cualquiera de las cuales cumple los requisitos exigidos.

Si queremos una funcion verdad en el i-ésimo caso, el j-é-
simo caso y el k-ésimo caso solamente, conectaremos con una dis-
yuncion las conjunciones C», C», C”; o las disyunciones , ~Dp

0 las correspondientes combinaciones. Es decir, resultan las
siguientes funciones:

C. vC_.vC
i J k

i a k
Ci v-Dj v Ck
~D1 v % V—DkK
C. vC. v
1 J
Etc...
Cualquiera de las cuales cumple los requisitos exigidos.

Al hacer una funcidn que responda a una matriz dada, nos
decidiremos por la conjuncidn si en la matriz hay menos false-
dades que verdades y por la disyuncion si hay menos verdades
que falsedades. De este modo la funcidn que resulta es mas sen-
cilla, puesto que al tener menos condiciones que cumplir, tie-

ne también menos funciones de partes o términos. El orden en que

dispongamos estas partes es completamente indiferente, tanto si
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se trata de una disyuncién como de una conjuncion.

A continuacidn damos varios ejemplos:

q f(P.aD

NM<T< T
nm<<mT

La f(p,q) que tiene esa tabla o matriz es cualquiera de
las siguientes:
~C .~ ~(P . @) *~(p +—0)
Dx . ~p v—q . pV(Q
~(P . 9 . pVvq

Etc.e-

C2 v C —P ¢+ g *V. p . -
D2 ~v~D7? ~(p v—q) Vv pVv Q)
~D2 v -(p v-q) .v. p .—q
Etc...

Con™ « Con® pN-q . —poq

Con™ « ~CH po™q * —(—p . ~q)
D1 . Con,4 ~P v—q . -poOq
Etc...

~CoN v -*Cont H~p:>~q) v —(poQ)
-"Con’z\ \% Cg ~(—PD-q) .v. p *~~
~D2 v—Con* ~(p v™q) Vv —(poq)

Etcee-.
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f(p.q.r)

nm<nn<nn<nn< T
nmn<<<nn<< Qo
TN <<<
M<T<TTTTNL

J 4 ) -—Ga

qg.n .~ g+ +™E-P .—q 1

e q x_-r) o *kk (***p e ~q **l*!*)

o
2
5 ©

v C?

O
X
<

p . gqe°*r .v. p.q- V» p N

~D1 v~dbH v~D7
~(—p v—q v—r) v—=(—p v—q V r) vV—=(—p VvV q V I)

D2 * °3 e D4 « D6 « Da
pv-"qVvV—r o—pVvgwVv—respvVvgvwv—re-pv—qyVv

vVr.pwqvr

~(~p . g . *~pVvgVv—re p.-qg.r) -*
.*/\(**p ° q ))_,__r) .*_.._’(_‘_p . —...q o.*_.__r)

EtC e« *
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f(p.q,r,s) g(p.q.r,s) h(p.q.r,s)

TM<TI<T<TI<K<TI<TI<TIK<TIK< T
TMTTI<<TITI<<TTI<L<TITIL<< O
TN TN<<<<Z<TITTTI<<<< =
TMTTMTTTTITIIITNI <K< <LK »
TMTTTTTTTITITITITITITIINI<S<<
< < < << <L <LK <KL L L <TITIT
< T <<<Z< K K KK LKKLKLKKKLKLKLKT

f(p.q.r, s)
C, VCq v C

1V Ve,
peqg*®*r*s.V..p.qg*r.s.v.pe=—q.r.
~D 4y —D2 v D3

-p V—q v—r v—s) v—(p v—q v—r v —s) V

v~(—p V q V—r Vv—sS)

g(p.q,r,s)

~(P - 9. r .s) o—(— p.q.r.s .—(p =09

—pV~qQV-*rv—s e pv-gqV—rvVv—s «e~p Vv (qV

V —r v—S

h(p.q.,r,s)

~P-q-re-s) .~(p°—q —r -—s)
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Si tomasemos las verdades como referencia, esta ultima funcion
seria demasiado compleja; por ejemplo:

N2 v ~DN v~D”N v

Vv v —D? v~~Dg \Y/
v~Dio v~DN +~D12 t -di3 v~dh v—D16

~(p v-q V—r v-s) v~(~p VvV qQ V—Fr Vv—S) V
v—=(pP Vv q V~r v—=s) v—(—p v—q V r v~s) Vv
v—(p v-qVrv—s) v—-(~-pVv gV rv—s) Vv
v—-(pVvqVvrv—s) v—(-pv—q V—r v s) Vv
v—((p v—=q V—r v s) v—(—p Vv qQ VvV—r Vv s) V
v—(p vgwVv—ryvs) v—-(—p v—-q VvV rvs)yv

v—=(p v—=q Vv rvs) v—(pvgvVvryvys)

Ejercicio 7«-

a) Dada la siguiente tabla:

p q f(p=a)
V v \Y,
F v \Y;
V F F
F F F

Encontrar la funcién que le corresponde y que sea

1) Conjuncidén de conjunciones.
2) Conjuncion de disyunciones.
3) Disyunciéon de. conjunciones.
4) Disyuncion de disyunciones.
5) Conjuncién de condicionales.
6) Disyuncién de condicionales.
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b) Dada la siguiente tabla:

f(p.a.n  g(p.q.r)  h(p.q.n

o)

TTTNTIL<<<< T
TTTI<<<TITILK<L
TMT<TI<TI<TI< =
<<KTITIKL<L<L
TMTTTTTI<<TT
< <<TITITNILK< <L

Encontrar la forma mas econdmica (ahorrar paréntesis negados es
también una economia) de:

1) f(p.q,r)
2) g(p.q.r)
3) h(p.q.r)
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LAS FORMAS NORMALES. -

Antes de entrar en este capitulo es indispensable conocer
la ley distributiva del producto lé6gico con respecto a la su-
ma légica, y de la suma ldgica con respecto al producto logi-

CoO.

La Ley Distributiva»-
En matemética hay una ley distributiva del producto respec
to a la suma:

a(b ¢ ¢c) b ab ¢ ac
(a ¢« b)(c ¢ d mac + ad + be ¢ bd

Paralelamente, en ldogica:

P .QqQVFrK:@==Ip.q.V.p-*r
pvdg.r rvs per .v.p.s .v.q*r .v.
v. q . S

Es decir, que podemos convertir cualquier conjunciéon de disyun

ciones en disyuncion de conjunciones. (Esta claro que "p .=.
p v p").
Tenemos ademas, en ldégica, una ley distributiva de la suma

respecto al producto, lo cual no sucede en matematica:

p .vV. g.o r pvg.pvVvr
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P . Qg .V. T s = PVr.pwvs.qgwr.
e qVs

Es decir, gque podemos igualmente convertir cualquier disyun-
cion de conjunciones en conjuncion de disyunciones. (También

esta claro que "p *s=+ p « p").

La mecanica para aplicar la ley distributiva es bieri sen-
cilla. Para distribuir un producto respecto a una suma, conéc-
tese con conjuncidén cada disyunto de cada factor con cada dis-
yunto del otro factor, conectando estos productos con disyun-
ciones. Para distribuir una suma respecto a un producto, conéc-
tese con disyuncidon cada factor de cada disyunto con cada fac-
tor del otro disyunto, conectando estas disyunciones con con-
junciones.

La mecénica anterior puede ser simplificada y generaliza-
da si llamamos parte a los factores y disyunciones (cuando es-
tos tienen el alcance mayor) y sub-partes a los términos de
las partes. La regla entonces se expresa asi: Conéctese con el
operador principal (el de mayor alcance) cada sub-parte de cada
parte con cada sub-parte de la otra parte, conectando estas par-
tes resultantes con el operador secundario (el de menor alcance)

Por ejemplo, sea la funcidén:

pPwvqQvr.rvs

Las partes son wp v g v r’ vy "r v sn. Y las subpartes, "p>’, wq",

nr Entonces, de acuerdo con la regla:

p.r .v.pes .v.qg-+*r .v. q.S .V. Tr . r .v.
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V. r . S
Cuando son mas de dos las partes, es conveniente distribuir
dos partes primero y después el resultado con la otra siguiente,
etc... Por ejemplo:

peQg.r .v.res .v. t ¢<p.q

Distribuyendo primero las dos partes subrayadas y subrayando las
partes y subpartes que resultan:

PVvr.pvs.Qwvr.gws .. t *+p

Distribuyendo ahora las dos partes subrayadas, llegamos al resul
tado final:

PVIrvt.pvrvp.pwvrvqg- pwvswvwt.

C PVSVP. PVSsSVvg-Qvrvt.gvrwvp.

s gVvIrvqg-gvsvt.gvsvp.qgvsvqg
(El segundo, quinto, noveno y décimo segundo término-factor pue-

den simplificarse suprimiendo una de las variables repetidas)-

Las Formas Normales.-

Decimos que una funcidn estd expresada en forma normal
cuando aparece expresada
1) o como una disyuncién de conjunciones,
2) o0 como una conjuncién de disyunciones,
sin que en ninguno de los dos casos aparezca un signo negado.
(Es decir, que no haya paréntesis).

Le llamamos a la primera forma normal disyuntiva {pe n. D.)

y forma normal conjuntiva (F. N. C.) a la segunda.
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Para llevar una funcion a su forma normal disyuntiva o con-
juntiva, se aplican las transformaciones convenientes y, en caso
necesario, la ley distributiva.

Conviene recordar, ademas, que en una disyuncidn podemos
eliminar los términos que conocemos como falsos, y que en una
conjuncion, los que conocemos como verdaderos. La razéon de ello,
expuesta en el capitulo relativo al método de Quine, es que el

hacerlo asi no altera el valor veritativo de la funcién en cues-

tion. Ahora bien, expresiones del tipo de ”"p . —p”, 0 7p . —p
e g * ...7 son siempre falsas, (son las negaciones del teorema
"~(p ¢ ™Mp)"> y podemos por tanto eliminarlas de las disyuncio-

p Vv

V-"p v q v ...” son siempre verdaderas, (es un teorema), y po-

nes. Por otra parte, expresiones del tipo de ”p v—p’’, o

demos por tanto eliminarlas de las conjunciones.

La Forma Normal Disyuntiva.-
Por ejemplo, sea la funcion:
pPvqg D+ qvp
Transformamos la condicional en disyuncioén:
~(PpVvag .v. qvp
Eliminamos los paréntesis transformando la disyuncién negada en
conjuncion:
~pP *—q .V. gVvp
Que puede también escribirse, segun la ley asociativa comentada
anteriormente:

p *~d .V. g .V. p
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Ya esta en su forma normal disyuntiva, puesto que, por un prin-
cipio ligeramente comentado ya, y que se llama de idempotencia.
lo anterior puede expresarse:
“p .~ .Vv. 4 °*°q V. p.p
Es decir, una disyuncién de conjunciones en la que no aparece
ningun operador negado.
Otro ejemplo. Sea la funciodn:
poq . qop
Transformamos las condicionales en disyunciones:
“pvgqg.~-qvp
Aplicamos la ley distributiva para convertir esta conjuncién de
disyunciones en disyuncidn de conjunciones:
—Pp « —P P .v.qQ°*~q V. q . P
Eliminamos el disyunto segundo y tercero porque son del tipo de
"p *~PW> y queda:
"™p . ~Qq V. q P
Que puede también escribirse, por una doble aplicacién de la pro-
piedad conmutativa:
p+q .v. —p =—q
Es decir, se trata de una expresion verdadera cuando p y q son
verdad o cuando p y q son falsos, y éste es exactamente el caso
de la bicondicional. La forma normal disyuntiva, pues, es espe-

cialmente interesante porque expresa con claridad y de un golpe

de ojo las condiciones en las que una funcién es verdad.
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Primera Aplicacién de la F. N. D.

Es evidente que el valor veritativo de la funcidon expre-
sada en su forma normal disyuntiva (0o conjuntiva) es el mismo
para cada asignacion de valores a sus variables que el de la

funcién, pues todas las transformaciones que hacemos son legi-

timas* En consecuencia, si la funcién original es una contra-
diccion formal, una funcidén que llamamos contravalida porque
resulta falsa para toda asignacion de valores, entonces lle-
vada a su forma normal disyuntiva cada uno de sus términos
ha de ser una conjuncién del tipo de wp «—p’’, porque el Uni-
co caso en gue una disyuncidn es siempre falsa es cuando sus
términos son siempre falsos. E inversamente:
SI LLEVAMOS UNA FUNCION A SU FORMA NORMAL DIS-
YUNTIVA, Y TODOS SUS TERMINOS SON ELIMINABLES,
ES DECIR, DEL TIPO DE "p . —p", LA FUNCION ES
CONTRAVALIDA.
La F. N« D. nos permite saber, pues, cuando una funcién
es siempre falsa. Si resulta que no todos sus términos son
eliminables, quiere decir que hay por lo menos una posible
asignacion de valores a sus variables bajo la cual la fun-
cion es verdadera. Dicho de otro modo:
SI LLEVAMOS UNA FUNCION A SU FORMA NORMAL DIS-
YUNTIVA, Y NO TODOS SUS TERMINOS SON ELIMINA-
BLES, LA FUNCION ES CONSISTENTE (no contradic-
toria) ¢

Tal fue el caso del ejemplo anterior, que era una funcidén con-

sistente.

Otro ejemplo. Sea la funcion:



pDg . qor « p r
Vp wvqg-Z27NqqQvr.p. —r
Aplicamos la ley distributiva:
~p*—q . pP .~ .W.—p . F . po0o—r .v. q *—~q *
°p r .v. q . r . p*—r
Todas las conjunciones son eliminables, luego el esquema es

contravalido (inconsistente).

Segunda Aplicacién de la F. N. D. .-

Se conocen tres diferentes clases de razonamientos:
1) El razonamiento perfecto
2) El razonamiento incompleto
3) El razonamiento contradictorio
El razonamiento perfecto es aquel que, expresado simbadli-
camente, es un teorema o tautologia; es decir, es un argumento
verdadero independientemente de la verdad o falsedad de sus
componentes: independientemente tanto del valor significativo

como del wveritativo de las variables de la funcion. Por ejemplo:

Si el agua hierve si le pones al fuego, entonces
no es el caso que le pones al fuego y que no hier-
ve.

Porque expresando simbdlicamente el anterior argumento, resulta:
poq .3°~-(p . ~q)

Que es una tautologia o funcidn verdadera en todos los casos, co

mo se puede comprobar facilmente haciendo su tabla.

El razonamiento incompleto es aquel que sélo para alguna

interpretacion es verdadero. Expresado simbodlicamente, el ar-



gumento incompleto da una funcién que es verdad en por lo menos
un caso y falso en por lo menos un caso. Por ejemplo:

Pedro estudia y Maria come, (p * Q)
Porque hay un caso en el que es verdadero, (cuando es verdad que
Pedro estudia y es también verdad que Maria come), y tres en el
que es falso.

El razonamiento contradictorio es aquel que da una funcidn
contravalida, es decir, falsa bajo cualquier interpretacién. Por
ejemplo:

Pedro come y no come, (p *—p)

La F. N. D. nos permite transformar, con una operacion bien
simple, cualquier argumento incompleto o contradictorio en un ar
gumento perfecto. Lo uUnico que es preciso para ello es traducir
a la simbologia légica el argumento que se quiere expresar como
perfecto, llevarlo luego a su F. N. D. y, por ultimo, expresar
el argumento como el consecuente de una condicional que tiene
como antecedente cualquiera de los términos (conjunciones) de
la disyunciéon normal.

Por ejemplo, sea el siguiente argumento:

Iré a la Universidad si, y so6lo si me prestan los
libros.

Lo traducimos a simbologia ldégica:
P=q
Como se trata de una funcidn sencilla, sabemos (aunque pode
mos prescindir de esa noticia, por supuesto), que este argumento

tiene dos posibilidades de ser falso; a saber, cuando es verdad



que voy a la Universidad y no me prestan los libros, y cuando
es falso que voy a la Universidad pero verdad que me prestan
los libros® Se trata, pues, de un argumento incompleto. Quere-
mos expresarlo de tal manera que no haya ninguna posibilidad
de falsedad, es decir, como argumento perfecto. Sabemos que la
F. N. D. de la funcién que lo traduce es precisamente (se la pu-
so de ejemplo mas arriba):
~p.q .v.q-°p
Hacemos una condicional con el argumento (bien en su forma
original o en su forma normal) de consecuente y cualquiera de
los términos de la disyuncion normal como antecedente:
~p .~q .O¢ p™q
0, tambien:
pog .3. p=¢q
Es decir, que el argumento:
Si no voy a la Universidad y no me prestan los li-
bros, entonces voy a la Universidad si, y soOlo si
me prestan los libros.
Como también:
Si me prestan los libros y voy a la Universidad,
entonces voy a la Universidad si, y soOlo si me
prestan los libros.
Son razonamientos perfectos sin ninguna posibilidad de expresar
una falsedad.
La razdén de esto es bien sencilla: Bajo cualquier interpre-
tacion, el argumento es verdad o falso. Ahora bien, anteponiéndole

como antecedente uno de los términos de ese argumento expresado
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en su F. N. D., no hay manera de hacer que el antecedente sea
verdadero y el consecuente falso. En todos los casos en que es
falso el consecuente (todos los términos de la disyuncion son
falsos), el antecedente, (uno de los términos), es asi mismo
falso. Es decir, que hay aqui una implicacion.

Por supuesto que uno de estos términos puede ser np e—p",
porgue aunque no aparezca en la F. N. D., siempre es posible
anadirlo (del mismo modo como podemos eliminarlo) sin que se al-

tere el valor veritativo de la funcion.

La Forma Normal Conjuntiva.-

Para llevar una funcién a su F. N. C. el procedimiento es
igual al ya descrito de la F. N. D. Por otra parte, estad claro
que para pasar de la F. N. D. a la F. N. C., e inversamente, lo
unico que hace falta es aplicar la ley distributiva.

Por ejemplo:

*PSq

poqgq * gsp

~pvagonqvop
Ahi esta ya en su F. N« C.

Primera Aplicacion de la F. N. C,

Segun se ha dicho ya, en una conjuncioén podemos eliminar los
términos que conocemos como verdad, ya que el hacerlo asi no alte-
ra el valor veritativo de la funcidén en cuestion. Segun se ha di-

cho también, expresiones del tipo de np v—=p", onpv~p v qvVv ...”



son siempre verdaderas y podemos por lo mismo eliminarlas.

Ahora bien, estd claro que la funcién no cambia de ma-
triz al ser llevada a su F. N. C. En consecuencia, si la fun-
cion en cuestion es una tautologia, una funcion verdadera pa-
ra todas las interpretaciones posibles de sus variables, en-
tonces llevada a su F. N. C. ha de tener, necesariamente, to-
dos sus términos (disyunciones) del tipo de "p v—p”’. E in-
versamente:

JUNTIVA, ¥ T0D0S SUS TERMINGS. SN ELIMINABLES,

EEIADEELIJFTQ'OL%EGHA.TIPO DE "p v~p™, LA FUNCION ES
Si no todos sus términos son eliminables, es sefial de que la
funcién es falsa en por lo menos un caso.

Lo anterior puede acoplarse con la primera aplicacion de
la F. N. D. de modo que podamos contar con otra técnica para
decidir (por lo menos parcialmente) una funcién; es decir, sa-
ber si es siempre falsa o contravalida, siempre verdadera o
tautoldgica, o falsa en por lo menos un caso, o0 verdadera en
por lo menos un caso (consistente). La siguiente:

Si llevamos una funcion a su F. N. D., pueden suceder dos
cosas:

a) Que todos sus términos sean eliminables, en
cuyo caso sabemos que la funcidén es contravéa-
lida y no necesitamos seguir adelante.

b) Que no todos sus términos sean eliminables, en

cuyo caso sabemos que la funciéon es, por lo
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menos, consistente. Si queremos saber si ade-
mas de consistente es tautoldgica, no hay mas
gue llevarla, mediante la aplicacion de la ley
distributiva, a su F. N. C. Si en esta forma

son eliminables todos sus términos, la funcion
es una tautologia. Si no son eliminables todos
sus términos, se trata de una funcidon falsa en

algun caso.

Por otra parte, si llevamos una funcion a su F. N. C., pue-

den suceder dos cosas:

a)

b)

Que todos sus términos sean eliminables, en cu-
yo caso sabemos que la funcion es tautoldgica vy
no necesitamos seguir adelante.

Que no todos sus términos sean eliminables, en
cuyo caso sabemos que la funcion es falsa en
por lo menos un caso. Si queremos saber si ade-
mas de ser falsa en por lo menos un caso, es
una funcién contravéalida, falsa en todos los
casos, no hay més que llevarla, mediante la apli-
cacion de la ley distributiva, a su F. N. -D.

Si en esta forma son eliminables todos sus tér-
minos, la funcién es contravalida. Si no son e-
liminables todos sus términos, se trata de una

funcion verdadera en algun caso, consistente.

Podemos resumir lo anterior en el siguiente cuadro:
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Todos sus términos No todos sus términos

son eliminables son eliminables
F. N. C.  Tautoldgica Alguna vez falsa
F. N. D. Contravalida Alguna vez verdad

Segunda Aplicacion de la F. N. C. .-

También con la F. N. C. pueden hacerse razonamientos per-

fectos de los incompletos y contradictorios. Para ello, basta
tomar al argumento en cuestion como antecedente de cualquiera
de los términos (disyunciones) de su F. N. C. La razon de ello
es bien sencilla: No hay manera de que la funcién sea verdad
y el término elegido de su F. N, C. falso. Cuando la funcién
es verdad, cada uno de los términos de la conjuncién ha de ser
verdad también. Huelga decir que toda funcion implica Tp v/~p",
pues aunque no aparezca en su F. N. C. puede afadirsele, (lo
mismo que quitarsele).
Por ejemplo, sea el argumento:
Si voy a la Universidad si, y so6lo si_me prestan
los libros, entonces voy a la Universidad y es-
tudio.
Que representamos simbodlicamente:
p=q .O. p . r
Para convertirlo en un argumento perfecto lo llevamos a su F.
N. C. Nos deshacemos primero del signo de la bicondicional:
PDg . qgop .O. p . r

Transformamos en conjuncién la condicional principal:



Y ahora las dos condicionales restantes:
~[~(p *"a) *~(@ .~p) .~*p . 7
Nos deshacemos de los paréntesis:
P ..~q .V. 0 *~p .V. p*r
Aplicamos ahora la ley distributiva:
PVvgvp. pvgwvr. pv-pvpe*pyVv
V=pVvr.~qvgvVvp . .Ngvqgvr ,—qV
V=pVPp.~qQV~-pVT
Eliminamos las disyunciones 3, 4, 5 6, 7, y en la primera,
una de las variables repetida:
pvqg. pvgwvr. —pv~qVvr
Ahi estd ya en su F. N. C. Pues bien, los razonamientos o

argumentos siguientes son perfectos:

pPsq . P . r :D: Pvq

p=qg .Dep. r :D: pvqgvr

p=q -D.p*r* *~pv-qvr

p=q .p.r 2 pvg + pvgvr
Etc.. .

Asignandoles a las variables sus valores significativos,

la primera de estas implicaciones, por ejemplo, se interpreta:

Si voy a la Universidad si, y solo si me pres-
tan los libros, entonces voy a la Universidad
y estudio. Por tanto, voy a la Universidad o
me prestan los libros.

Resumimos la segunda aplicacidn de las formas normales dis

yuntiva y conjuntiva:

UNA FUNCION ES IMPLICADA POR CUALQUIER TERMINO DE
SU F. N. D. E IMPLICA CUALQUIER TERMINO DE SU F.

N. C.
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Ejercicio

Decida, por medio de las formas normales, las siguientes
expresiones:

1) poq . p q

2) ~(poq *~q . D.~p)
3) Pvag

4) p-~q

Las Formas Normales Principales.-

Si en cada término de una F. N. D. o de una F. N. C. apa-
recen todas las variables de la funcion de cuya forma normal se
trata, decimos que esta funcidn esta en su forma normal disyun-
tiva principal (F. N. D. P.) o en su forma normal conjuntiva
principal (F. N. C. P.) respectivamente.

Para llevar una funcion a cualquiera de sus dos formas
normales principales el procedimiento es el mismo que el ya
descrito para llevarle a su F. N. D. y F. N, C.

Si en su F. N. D. no tienen todos sus términos todas las
variables de la funcidon original, no tenemos mas que anadirle

bajo la forma de wp v—~p" la variable o variables que hagan
falta. Comoquiera que esa expresion es siempre verdadera, no
altera el valor de la conjuncion. Después, aplicamos la ley
distributiva y le tendremos ya en su F. N. D. P.

Si en su F. N. C. no tienen todos sus términos todas las

variables, y queremos llevarla a su F. N. C. P., no tenemos mas
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que afadirle a cada disyuncion la variable o variables que fal-
ten bajo la forma de "p e—pw. Como esta expresion es siempre
falsa, podemos afadirsela a una disyuncion sin que se altere
su valor veritativo. Luego, aplicamos la ley distributiva y el
resultado serd la funcion en su F. N. C. P.
Por ejemplo, sea la funcién:

pvg.D.r

~pvaQqg .v.r

~P 4 r

~pVIKre~qVr
Ahi esta ya en su F. N. C. Para llevarla a su F. N. C. P. tene-
mos que afnadirle "q e—~qgn al primer término de la conjuncién y
”p e—~prt al segundo:

qe*~q .V.—p .V. r . p.—p .V.—(q .V. r
Y aplicar la ley distributiva:

qQV~pVTIKr.~qV—pPVr«pv~-qVro—pv-~qvr
Ahi estd ya en su F. N. C. P.

Otro ejemplo. Tomemos la misma funcion pero llevandola esta

vez a su F. N. D. P.:

pvqg-e+sOer

—(pvag vr

—p *~q .V. T
Ahi la tenemos en su F. N. D. Para llevarla a su F. N. D. P.
tenemos que anadirle ”r v ~rn al primer término de la disyun-
cion y "p v—pw y wqg v—~q” al segundo, aplicando después, por

separado, la ley distributiva:
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Frv—~r e—pe+*~q .V. pV~pP . qV~Q . r
r.-p.~q .v.~.r .—p .—qQ .V. p . (q . r .v.
V. pe—(Qq°r V.~pe*qg.r .v.-p.g-r
Eliminamos el ultimo término de la disyuncidn porque esta repe-
tido (con el primero) y queda:
r .~p .~q .v.~r .~p .~q .V. p . Q. r .v.
v. p.M . Fr W.—p . (q . T
Ahi esta ya en su F. N. D. P.
Para las dos formas normales principales tenemos dos apli-
caciones analogas, pero mas completas, que las comentadas mas

arriba de las formas normales.

Primera Aplicacion de las Formas Normales Principales.-

Llevada una funciéon de n variables (y que tiene por tanto
2n casos) a su F. N. D. P., esta claro que cada término de ella
expondra un caso en que es verdad la funcién. De manera que Si
el desarrollo o expansion de la funcion a su F. N. D. P. tiene
2n términos, la funcion es tautologica, pues tiene tantos casos
verdaderos como posibles. De otro modo:

SI LA F. N. D. P. DE UNA FUNCION DE n VARIABLES
TIENE 2n TERMINOS, LA FUNCION ES TAUTOLOGICA.

Por ejemplo, sea la funcion:
pvg.3.qgVp
~(pvag vagvp
—p *~g .V. g .V. p
~P .~ w. qQ.pV~p .V. p. (V-Q
—-p.~-q .v.Qq°*p.vV.QqQ°*—p .V.p*(q v p.—(
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Eliminamos el penudltimo término que esta repetido (con el se-
gundo) y queda:
~p+*~q .v. q.p Voqg-—~p .v. p*—(Q
Es decir, cuatro términos. Como la funcién tiene dos variables,
y 22«4, se trata de una tautologia.

Por otra parte, si llevamos una funcidén de n variables (y
que tiene por tanto 2n casos) a su F. N. C. P., esta claro que
cada término (disyunciones) sera falso sélo en un caso, y que
si hay tantos términos como casos, la funcién tendra que ser

necesariamente contravalida. Dicho de otro modo:

SI LA F. N. C. P. DE UNA FUNCION DE n VARIABLES
TIENE 2n TERMINOS, LA FUNCION ES CONTRAVALIDA.

Por ejemplo, sea la funciodn:

~(pvg.O.qvp

Pvqg. —(gq v p)

pPvqgq. ~—-q *—p

Pwvqg: %q .v. p .~p :~p .v. q *—q

Pvgqg. qvp.-qVv—]p.~-pVvqg.-pv—{(
Eliminamos el udltimo término que esta repetido (con el tercero)
y queda:

pvge-qVp.—qQqV—-p .-pVvq{(

Es decir, cuatro términos. Luego la funcién es contravalida.

Segunda. Aplicacion de las Formas Normales.Principales.-
Tenemos una aplicacidn notablemente importante de las for-
mas normales principales, que se deriva de la segunda aplicacidon

de las formas normales disyuntiva y conjuntiva tratada mas arri-



137
ba.

Sabemos, por el analisis combinatorio, que una funcién
de n variables tiene exactamente 2n casos posibles para ser
verdad o falso. Y en consecuencia, que hay exactamente 22n
funciones posibles diferentes (diferentes en el sentido de
que tienen distintas tablas o matrices) que pueden hacerse
donde intervienen esas n variables.

De esas 22" funciones posibles algunas implican una fun-
cion determinada con n variables y algunas son implicadas por
ella. Dicho de otro modo, una funcién con n variables implica
ciertas funciones con esas n variables y es implicadas por
ciertas funciones con esas n variables. Pues bien, las formas
normales principales nos permite el medio de saber exactamente
cuantas, y exactamente cuales son esas funciones.

UNA FUNCION CON n VARIABLES IMPLICA, DE TODAS LAS
ESAS 1 VARTABLES, | TODAS Y S010 LAS 005, APARECEN "
ESTOS TERMINGS DE CUALQUIER NUWERO A LA VEZ -

Que una funcion implica cualquier término de su F. N. C.
P. o combinacion de ellos se demuestra de la siguiente manera:

No hay manera de hacer que el antecedente (conjunciones)
sea verdad y el consecuente falso. Porque los Unicos casos en
gue el antecedente es verdad es cuando lo son todos sus térmi-
nos, dentro de los cuales esta incluido el consecuente.

Que una funcion implica Unicamente (de las funciones posi-

bles con las mismas variables) las que son términos de su F. N



C. P., o combinacion de ellos, se demuestra de la siguiente ma
nera:

Si hubiera una més, esta funcidn tendria que ser verdad
siempre que lo fuera la F. N. C. P. Pero esto no puede ser,
porque la F. N. C. P. es verdad uUnicamente cuando lo son to-
dos sus términos, dentro de los cuales no esta incluida (por
hipdtesis) la funcién. Luego, no le hay.

Por otra parte:

UNA FUNCION CON n VARIABLES ES IMPLICADA, DE TO-
DAS LAS FUNCIONES POSIBLES DIFERENTES -en el sen
tido aclarado- CON ESAS n VARIABLES. POR TODAS Y
SOLO POR LAS QUE APARECEN COMO TERMINOS DE SU F.
N. D. P. 0O COMBINACION DE ESTOS TERMINOS TOMADOS
DE CUALQUIER NUMERO A LA VEZ

Que una funcién es implicada por cualquier término de su
F. N. D. P. o combinacién de ellos se demuestra de la siguien-
te manera:

No hay manera de hacer el antecedente verdadero y el con-
secuente falso. Porque si el antecedente es verdadero, lo es
también automaticamente el consecuente, ya que siendo un térmi
no de él, si él es verdad, todo lo es, porque se trata de una
disyuncion.

Que una funcién es implicada Unicamente por los términos
de su F. N. D. P. o combinacion de ellos, se demuestra de la
siguiente manera:

Si hubiera una maéas, esta funcidn tendria que ser falsa
cuando es falsa la F. N. D. P. Pero eso no puede ser, porque

la F. N. D. P. es falsa cuando son falsos todos sus términos,

dentro de los cuales no esta incluida (por hipotesis) la fun-
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cion. En todos los demas casos es verdad. Luego, no le hay.

El andalisis combinatorio nos dice que m elementos pue-
den combinarse, tomando los elementos de cualquier nimero a
la vez, 2m-1 veces. Esta férmula, pues, es aplicable para
saber exactamente cuantas consecuencias y cuantos anteceden-
tes tiene una funcidon cualquiera. En este caso, m es el nume-
ro de términos de la F. N. C. P. o la F. N. D. P.

Por ejemplo, supongamos que nos dan estas dos premisas:

Si Juan no vota, Pedro tampoco vota.
Pero si Juan vota, vota también Enrique.

Queremos saber qué se puede inferir o deducir de ellas, es de-
cir, qué es lo que implican estas premisas. En otras palabras,
cuales son los términos de su F. N. C. P. y cuantos hay de e-
llos y combinaciones de ellos.
Lo representamos simbdlicamente y lo llevamos a su F. N.

C. P.:

>ho~q 0 por

pv-q-*-pvr

Fe~r .v. p .v.~q : QqQ*~q .V.~p .V. r

rvpv-q-*~rvpv~gq- * qgqVv—pvVvr . gv-pVvr
Las consecuencias son, pues, 24-1 « 15. Una de ellas es el pri-
mer término con el ultimo:

rvpv->*qe~gqVvipvr
Factorizando por r v—Q:

r .v.—-q .v. p 0™p
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Pero "p .~p" puede eliminarse, quedando:
rv-~q
Que podemos conmutar y transformar en la condicional:
qor
Luego:
—PD”q . por .o. qor
Es decir, que de esas dos premisas se infiere que si Pedro vota,
Enrique vota*
Supongamos ahora que queremos saber qué implica a la pro-
posicion:
Pedro vota si, y solo si Juan no vota*
Es decir, queremos demostrar esa proposicion* La representamos

simbdlicamente y la llevamos a su F. N. D. P.:

P=-9
P3-g . *gop
—p v-"q . qvp

~P . q ,v.~—p *p .v.~.q . q ,V. ¢ p
~p . q .vV.-Qq>»p
Es decir, que so6lo hay 20—1 « 3 premisas que la implican y a
partir de las cuales puede demostrarse. Por ejemplo, la primera:
—p +q D+ p=—q
Que dice, interpretado:

Si Pedro no vota y Juan si, entonces Pedro
vota si, y solo si Juan no vota.

Es decir, que para demostrar un argumento cualquiera, se lo

lleva a su F. N. D. P. y vemos cual de sus términos o combinacion
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de ellos nos permite la experiencia, 0 un raciocinio previo,

asertar. Encontrado esto, la demostracion se desarrolla asi:
Si "ese término”, entonces ”lo que se quiere
demostrar”.

Es verdad “ese término”. )
Luego es verdad ”lo que se quiere demostrar”.

Como un ejemplo ultimo veamos de nuevo la proposicion:

Un cuerpo esta en reposo o en velocidad cons-
tante si, y solo si estad en equilibrio.

La expresamos simbodlicamente y la llevamos a su F. N. C. P«

pvg.—r

pva.D.rir.D.pwvqg

~pvavre vpvyg

.MV, o VpVvQ
—pVvVvré—qvr.—rvpvaq

q¢« q,V.~p .V. r:pe*—p.Vv. q*Vv.r

. —r v pVv(

qQV—P VI *—qQV—PWVrKr (pVv-qVTr.~pyV
I V~qVFK.—-rvpvyqg

qV-~pVFe—qQV—pPVFIK*pVv—qVTFr _rvpyvdq
Ahi esta ya en su F. N. C. P« Pues bien, la funcién en cuestion
implica cualquiera de las 2”1 « 15 funciones presentes en la
Fs N* C« P. Tomemos el primer término como ilustracion:
qVv—pVvr
Que podemos transformar en:
—q .O.—p Vv Tr
Es decir:

Si un cuerpo no estad en velocidad constante, en-
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tonces no esta en reposo 0 esta en equilibrio.
Es decir, que el siguiente es un argumento perfecto:
Si un cuerpo esta en reposo o en velocidad cons-
tante si, y solo si esta en equilibrio, entonces
si un cuerpo no esta en velocidad constante, en-
tonces no estd en reposo o estad en equilibrio.
Llevemos ahora la funcion a su F. N. D. P.:
pvg.=.r
pvqg *>+r . r .3. pvq
~pvgvr rvpvg
—p .—q V. r rvpvq
~pVrIKr.—QqVTFKr.—rvpyvoq
~p.—Qq .—r WV~p .~q . p .V.~p .—(q . q .V.
NVS~p *r sr V-—p . r .p.v.-p.r g .v.
V. Fr*—Q *r V. r *~q *p .vV. r .~q * Qq .V.
V. F . r .—r W. re*rsp.v.pr.r.gq
Eliminando las variables y los términos repetidos y lo que sa-
bemos es falso:
—p *—Qq .—F V.~p . I .V.~p . r . ( .V.
V. F .~ .V. F .—q * P .V. Fr *p .V. r.(
Anadimos las variables que falten en cada término y aplicamos
la ley distributiva:
—p* —Qq -—r.v.q V-q .— . F .Vv.—p . r .(Q.V.
V. pV—p .r .~q .V. r.—q *p.v. qV~—q .r.
*p .V.pV~pP . T .
—p0 ~q .~r.wv.q .~p *r .v.—q. p . r .v.

~p req.V.p .ri~gq .VN.~p. r +—q .V.
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V. ¥ .—Q * P .V. QqQ.r . p.Vv.— . r . p .V.
V. P . r . g .v.—-p . r .q
Eliminamos los términos repetidos:
—p . gqe—p°*r .v.—qg . p . r .v.
V.—p ¢ Fr - .V. . T *p
Ahi estd ya en su F. N. D. P. Cualquiera de estos términos o
combinacién de ellos implican la funcién original. En total son
2-1 » 31. Tomemos el primer término como ejemplo:
—F,aqgq —r
Que podemos transformar en:
-(-PUqQ) .—r
Y que interpretamos:
Es falso que si un cuerpo no esta en reposo, es-
ta en velocidad constante, sin estar ese cuerpo
en equilibrio.
Es decir, que el siguiente es un argumento perfecto:
Si es falso que si un cuerpo no esta en reposo,
esta en velocidad constante, sin estar ese cuer-
po en equilibrio, entonces un cuerpo esta en re-

poso o en velocidad constante si, y so6lo si es-
ta en equilibrio.
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54) ~G'-pl + P2 . p p7)
d) La expresion simbdlica de la proposicion es:
peq.Sor.svt

Es decir:
pP- q.D.r.swvt . re+«swvt D p.g
Luego, de acuerdo con la féormula:
2 X 9 X 39= 354,294
e) Su expresion simbodlica es:
~[~(-p v*q)

Transformamos la disyuncion en conjuncion y la conjuncién en con
dicional (guiados por el criterio de eliminar paréntesis):

p.q.2>r
Que interpretamos:

Si sale electo de diputado y cumple su palabra,
el pueblo doblara su estima por el.

Ejercicio 7*-
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3)—pvVvagVvVTIr.pv—qv-~—r.pv-qyVvr
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1) F. N. D. : p . V.~ p v q, luego es consis-

2)

3)
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tente
F.N.C. :pv-—-pvVvqg.~qvVv—pVv g, ambos téer-
minos son eliminables, Iuego es tautologica.

F.N. C. :~pvq-+*~q . p, luego es falsa en
or lo _menos un caso.

N.D (~p .~ .p .v.q -q * p, ambos
términos son eliminables, luego es contravalida.

F. NND. :p.p .v. q . (en virtud de np .Z>.
O p p"J Iuego es conS|stente

F. P . pVv g, (en virtud de lo mismo),
Iuego es falsa en por lo menos un caso.

F.NND :p+*--qg .v. p.~q, (en virtud de
wp .O. p Vv p”) luego es consistente.

F. N. C. pvpe+*—qvVv—g, (en virtud de lo
mismo), Iuego es falsa en por lo menos un caso.
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