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INTRODUCCION

La teoria del infinito es triplemente bella: por
lo que dice, por la forma en que lo dice, y por lo
que da que decir. Dificilmente encontraremos en
otra disciplina noticias tan desconcertantes y que sin
embargo de algin modo nos atafien personalmente.
Espinoza se atrevio a confesar lo que seguramente
todos hemos pensado: que algunas veces nos senti-
mos “como si fuésemos eternos™. Por otra parte, las
demostraciones de esta teoria, aun- expuestas por
pluma torpe y poco rigurosa, son de una belleza
incomparable. Tan &gilmente se mueve la razon en
ese medio, que pareciera es su agua natural, su tema
predilecto.

Por Gltimo, lo que esta teoria da que pensar, y
gue queda absolutamente a cargo del lector porque
son asuntos de la vida personalisima e intima, es lo
que Platén consideraba la mision de la filosofia:
“prepararnos para la muerte””. Aunque el hombre no



hiciera nada grande en el mundo, muere, y eso lo
hace infinitamente. Ni Dios nos gana en eso.

Este ensayo es una introduccién muy superfi-
cial pero que no ha querido sacrificar ninguno de
los dos primeros aspectos anteriores. Aunque no se
supone, (casi ni se desea), ningln conocimiento ma-
tematico, si se requiere seguir las pruebas con cuida-
do y recordar los resultados obtenidos y las defini-
ciones que se van dando. Todo esfuerzo que se haga
en este sentido, es recompensado con una amplia-
cién, (¢por qué no decirlo si es la palabra justa? ),
realmente infinita de nuestro horizonte conceptual y
vivencial.

Algunas veces se sumergen en un poco de refle-
xién filosofica y poética las ideas que nos vamos
ganando, porque estamos convencidos de que el
contexto mas natural del infinito no es necesariamen-
te la matemética. Lo que sucede es que, por lo ge-
neral, les ha faltado a los poetas y Jos filésofos la
audacia y franqueza necesarias para decir lo que los
matematicos, amparados de esa aparenta frialdad del
técnico, han dicho disimulandolo y encubriéndolo
de signos esotéricos.

Para quien ya conozca el tema y quiera sin
embargo leer este trabajo, vaya la advertencia de
gue no encontrard nada nuevo y de que tendra que
darse la molestia de entender sin signos. Para él eso



sera mas dificil, pero no para quien esta habituado
s6lo a los signos y los conceptos del lenguaje coti-
diano. Por ejemplo, el concepto de parte o subcon-
junto. Aqui se lo emplea en el sentido corriente,
como lo emplea el nifio cuando' pide un pedazo de
pan, sin pensar que le van a dar el pan entero ni
tampoco una parte vacia. Es decir, usamos “parte”
como subconjunto propio o estricto y casi hunca
como parte vacia.

Por altimo, hemos preferido seguir a los auto-
res que en lugar del par de conceptos: contable y
enumerable, usan, respectivamente, el de enumerable
e infinito enumerable. En primer lugar, porque si le
llamamos enumerable a un infinito determinado, su
negacion, lo innumerable, podria ser finito, contra-
diciéndose la riqueza que el concepto de innumera-
bilidad connota normalmente.

En segundo lugar, porque parece que el verbo
contar implica una actividad, al menos méas que el
de enumerar, que consume tiempo, y es violento
pensar que algo pueda ser infinito y contable a la
Vez.

El lector avezado podra descubrir por si mismo
algunos otros ajustes sin importancia que habria que
hacerle al presente ensayo para ponerlo de acuerdo
con la literatura del tema. Es justamente a él a quien
va dirigido el apéndice que aparece al final.






GALILEO

Galileo lo vi6 con toda claridad en el siglo
XVII; Las nociones de “grande”, “menor”, “igual”,
que tan inteligentemente ordenan y califican a los
conjuntos finitos entre los cuales vivimos, no funcio-
nan al nivel de lo infinito, en el que tantas veces
pensamos y sentimos. El ejemplo con el que Galileo
ilustra el comportamiento raro de los conjuntos infi-
nitos cuando se los trata con las nociones y el ins-
trumental de lo finito, es clésico en la historia de la
matematica. Aparece en su Dialogo de las dos Nue-
vas Ciencias. Helo aqui, desprovisto de la agilidad y
del asombro que en el lenguaje original de Galileo
tiene; Nada mas logico y cuerdo que pensar que hay
mas nimeros naturales, esos que usamos para con-
tar, 1, 2, 3, 4, etc.... que numeros cuadrados per-
fectos, es decir, aquellos que son el producto de
algin natural por si mismo, como por ejemplo, 1,4,
9, 16, 25, etc...... cuadrados de 1, 2, 3, 4, 5,
etc...... respectivamente. En efecto, todo cuadrado



perfecto es un natural, pero no todo natural es un
cuadrado perfecto. El 3, por ejemplo, no es un cua-
drado perfecto, ni el 15, ni el 18, etc... Decimos
entonces que el conjunto de los naturales es mas
grande que el de los cuadrados perfectos. Y sin em-
bargo, y aqui comienza lo raro, existe un natural
Unico para cada cuadrado y un cuadrado Unico para
cada natural. El siguiente diagrama ilustra esta co-
rrespondencia de uno a uno entre N, el conjunto de
los naturales, y el conjunto de los cuadrados perfec-
tos, que podemos llamar C:

N: 123456... mM...
ttt 1 W i
4 - 4

C. 149162536 . . .n2. .

Lo que equivale a decir que hay igual cantidad
de nimeros naturales que de cuadrados perfectos.
En resumen, N es mas grande que C, (C es apenas
una parte de N), y sin embargo ambos tienen la
misma cantidad de elementos. Obsérvese que se esta
violando el famoso axioma, de Euclides que afirma
qgue el todo es mayor que cada una de sus partes.
iGalileo acaba de encontrar un todo, N, igual a una
de sus partes, C. !

Galileo no se contenta, con mostrar la paradoja.
Para el hombre de ciencia, a diferencia del
dilettante, la parado’a no tiene ninguna gracia. Por

8



el contrario, es algo bien grave, mucho mas grave
que el error, porque todo error puede convertirse en
verdad sencillamente negéandosele, en tanto que la
paradoja permanece aun negando cualquiera de sus
términos en conflicto. La raiz de la paradoja, dice
Galileo, es que tanto N como C son conjuntos infi-
nitos, harina de otro costal diferente de éste en el
que estamos metidos con los conjuntos finitos.

La observacion de Galileo no tuvo ninguna re-
sonancia en su época. Su época no estaba lo sufi-
cientemente madura; ademas, acababa de salir de la
Edad Media y oponia a la vocacion teoldgica, tras-
cendente, del espiritu feudal, la del Humanismo del
Renacimiento. Y la perspectiva de lo humano —asi
se lo considera falsamente por oposicion logica y
politica alo divino— es el horizonte de lo finito. Es la
época en que Lutero prohibe razonar sobre Dios; a
Dios podemos amarlo sdlo, no comprenderlo, como
lo pretendia la teologia medieval. La teologia, como
razén de Dios, ciencia de lo divino, queda proscrita.
Lo infinito se declara fuera de limite para la razén
humana. Se desprecia lo goético en su afan de infini-
ta verticalidad, y la linea horizontal viene a detener,
a interrumpir, en la arquitectura renacentista, todo
sentimiento de ascenso sin fin. Se le advierte al
hombre que la Unica forma de inmortalidad y de
trascendencia a la que tiene acceso es la de la fama;
que la Unica via de engrandecimiento es la explora-



cién maritima vy terrestre, y aun por via de los as-
tros, pero siempre sujeto a los limites impuestos a la
razén. En el Renacimiento el hombre toma asiento
en la tierra y en la conciencia de su finitud. Y por
esto mismo, como una compensacion de la finitud
humana, se desarrolla la tecnologia. El telescopio, la
maquina, el termdémetro. . . .,son llamados a reforzar
la vista, la fuerza, el tacto. . pero Unicamente por-
que se ha tomado nota de sus limitaciones naturales.

Ni el mismo Galileo se atrevid a rastrear ese
cabo de hilo que habia de conducir a Georg Cantor,
dos siglos después, al descubrimiento de un “paraiso
que segin declara Hilbert— nada ni nadie podra
hacernos abandonar. El gran siglo XIX, siglo de
Marx, de Cantor, se desentiende de Dios, “hipdtesis
innecesaria’, (son palabras de Laplace), y en conse-
cuencia de los tables que mantenian cerrado el rei-
no de lo infinito. Ya sin oposicién teoldgica. “Can-
tor invade y se toma el cielo”. Y el camino a el que
nos dejé trazado en sus papeles y teoremas, no es el
humillante y aun imposible —puesto que solo los
muertos pueden recorrerlo— que la religion predica,
sino la via hermosa y clara de la inteligencia. “Nues-
tro reino es de este mundo, pero también del otro”.

Es muy notable, y quizds sintomatico, que este
camino que lleva a las nociones desde las cuales po-
demos entender y apropiarnos del intinito y sus pro-
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piedades, arranca de un concepto bien primitivo.
Primitivo, en el sentido de que un nifio o un salvaje
que no pudiera, no digamos leer y hacer computos
matematicos, ni siquiera hablar ni contar hasta uno,
podria sin embargo entenderlo a fondo. Es el con-
cepto de la coordinabilidad.

1






LA COORDINABILIDAD

Un hecho psicologico que podemos comprobar
facilmente es que el hombre no puede ver una cosa.
Inmediatamente la relaciona con otra. Un perro, por
ejemplo, ve una mancha en la pared, y ve una man-
cha en la pared. Pero la ve un hombre y de inmedia-
to la liga, o quiere ligar, con algo. ¢Es sangre?
¢Quién la hizo? ¢Qué sentido tiene? ;Qué signifi-
ca?

Se ha identificado la inteligencia con la capaci-
dad de relacionar. Esto puede que sea una exagera-
cién, pero en ningln caso es una exageracion desor-
bitada. Le es esencial a la inteligencia unir, sinteti-
zar, como decian los griegos, atar cabos, ordenar, y
en consecuencia embellecer.

Ahora bien, la relacion mas ingenua y pura es
la que, sin consultar la naturaleza de los objetos, los
compara. De esta elementalisima comparacion, de
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esta minima capacidad intelectual, surge el reconoci-
miento de esa relacion que se da entre dos conjun-
tos cuando los elementos que los constituyen pue-
den parearse o embonar, de manera tal que a cada
uno de los elementos de uno de los conjuntos le
corresponde un elemento «unico del otro conjunto, v
reciprocamente. Actualmente se le Ilama coordinabi-
lidad a esta relacion. Dos conjuntos son coordina-
bles si entre los elementos que los constituyen hay
una correspondencia de uno a uno. Por ejemplo,
una mano, considerada como un conjunto de dedos,
es coordinable con el conjunto de las vocales; un
rebafio de ovejas que de noche regresan al corral, es
coordinable con las marcas que he hecho en un hue-
so de mamut cuando, al salir las ovejas por la mafa-
na, hacia una por cada oveja que abandonaba el
corral. (Se han encontrado huesos asi marcados mas
viejos que cualquiera otra manifestacion cultural del
hombre. Es su primera sefial de vida humana).

Podria definirse la coordinabilidad de un modo
mucho maés sencillo diciendo que es la relacion que
hay entre dos conjuntos cuando tienen el mismo
nimero de elementos. S6lo que entonces estariamos
suponiendo la nocién de numero, dandola por sabi-
da, y justamente lo que querremos en un capitulo
proximo es ganarnosla, conquistarla I6gicamente.
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Conviene ahora tomar nota de tres propiedades
que la relacion de coordinabilidad tiene y que mas
adelante van a jugar un papel. No importa que sean
demasiado obvias y que casi no haya necesidad de
sefialarlas. Cuando se camina sobre zona minada -y
el camino al paraiso de Cantor lo estda como ningu-
na otra- es recomendable andar con mucho cuida-
do.

En primer lugar, todo conjunto es coordinable
consigo mismo. A las relaciones que, como la coor-
dinabilidad, gozan de esta propiedad, se las llama
reflexivas. En segundo lugar, si un conjunto A es
coordinable con un conjunto B, entonces B es coor-
dinable con A. A las relaciones que gozan de esta
propiedad se las llama simétricas. Y en tercer lugar,
si un conjunto A es coordinable con un conjunto B,
y B es coordinable con un conjunto C, entonces A
es coordinable con C. A las que gozan de esta pro-
piedad se las llama relaciones transitivas.

Hay muchas relaciones, ademas de la coordina-
bilidad, que son también reflexivas, simétricas y
transitivas. La identidad, por ejemplo. Todo es idén-
tico a si mismo; si una cosa es idéntica a otra, esta
segunda es idéntica a la primera; y, por ultimo, si
una cosa es idéntica a otra, y esta segunda es idénti-
ca a una tercera, la primera es idéntica a la tercera.
También la semejanza fisica es una relacion que go-
za de estas tres propiedades. Igualmente la con-
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gruencia geomeétrica, la equivalencia l6gica. .. Pues
bien, por muy diferentes que sean las relaciones de
este tipo, cuando no se habla con rigor se las llama
a todas igualdad. La coordinabilidad, pues, es una
especie de igualdad.

Otra cosa que conviene apuntar es que no se
necesita poder contar para saber cuando dos conjun-
tos son o0 no coordinables. Si hay una multitud de
personas y un montén de sillas, puedo averiguar si
estos dos conjuntos, el de las personas y el de las
sillas, son coordinables sin necesidad de contarlos.
Sencillamente pido a las personas que se sienten. Si
no queda nadie de pie ni ningln asiento
desocupado, sé automéaticamente que los dos con-
juntos son coordinables, es decir, que tienen el mis-
mo numero de elementos. Esto es lo que hace, en
esencia, el ejemplo de Galileo: sentar a cada natural
en un cuadrado perfecto, mostrando que no queda
ningin natural de pie ni ningln cuadrado perfecto
desocupado.

Parece increible que sobre nocién tan clara y
primitiva esté montada la teoria del infinito. Su ele-
mentalidad sugiere que el tema del infinito, y los
que de cerca le rondan, como el de la eternidad, no
es el producto de una elaboracion mental compleja
y rebuscada sino algo casi natural. Porque no se
necesita de mas para sembrar la fecunda definicion de
infinitud
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Il
INFINITUD

Un conjunto es infinito si es coordinable con
una de sus partes.

Por ejemplo, el conjunto de los ndmeros natu-
rales es infinito, pues ya vimos, con los ojos asom-
brados de Galileo, que era coordinable con una de
sus partes, la de los cuadrados perfectos.

Como segundo ejemplo, considérese un segmen-
to de recta AB como el que aparece en la figura:

B
C D
Como vemos, contiene una parte CD. Véase ahora el
siguiente triangulo cuyos vértices son A, B y O. Se
lo ha construido de forma tal que O es el punto
donde se cortan las rectas que unen a A con C, por
una parte, y a B con D, por otra:
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Recordamos que una recta es un conjunto de pun-
tos, y comenzamos a unir el punto O, por medio de
rayos, con cada uno de los puntos de que estd com-
puesto el segmento AB. En el dibujo, a guisa de
ilustracion, hemos trazado cuatro de estos rayos.
Debe estar claro que los rayos que parten del punto
O determinan, para cada punto p del segmento AB,
un punto UGnico p' del segmento CD. Y reciproca-
mente, cada punt6 p' del segmento CD esta unido,
por los rayos que parten de O, con un punto Unico
p de AB. Es decir, que tenemos un criterio, una
regla, para “sentar” cada punto de AB sobre uno de
CD sin que sobre ni falte nada. Esto significa que
los segmentos AB y CD son coordinables. Como CD
es parte de AB, la definicion ha quedado satisfecha:
El segmento AB es infinito. jQuién lo diria, viéndo-
lo tan pequefio | Ademés, tOmese nota de que ha-
briamos podido tomar un segmento ain mas peque-
fio. Si la tipografia lo permitiera, podriamos demos-
trar que un segmento de un milimetro de largo, o de
un milésimo de milimetro, es tan infinito como
cualquier otro. El tamafio no significa nada, no es
ningun obstaculo para la infinitud.

Como tercer ejemplo, y yéndonos ahora del
concepto de infinito a su vivencia, supéngase que
amo a una mujer durante una semana solo, pero en
un momento cualquiera de esos siete dias escasos, le
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doy un beso en el que hay tanto amor como el que
hubo en la semana entera: mi amor es infinito. No
importa que haya durado poco, o que a los quince
dias ya ni recuerde el nombre de la mujer. No im-
porta que no haya sido mucho, es igual a una de sus
partes y eso lo hace infinito. De igual forma podria
fumarme un cigarrillo infinitamente si pudiera hacer
equivalente a la fumada entera del cigarrillo una sola
y distinguida aspirada. Algunos dolores intensos,
morales o de muelas, tienen justamente esa propie-
dad que comento: da igual cinco minutos que media
hora de sufrimiento. Son dolores infinitos. Es a pro-
posito que he puesto el dolor de muelas para ilus-
trar el infinito. Precisamente, se trata de incorporar
a la vida, rescatdndolo de la teologia, el concepto y
la vivencia de lo infinito.

Desgraciadamente casi todos los ejemplos si-
guientes van a salir de la matematica. Y digo desgra-
ciadamente por dos razones. En primer lugar, por-
que podemos caer en el error de pensar que solo
cuando hacemos matematica entramos en relacion
con lo infinito, cosa de la que no puedo convencer-
me. Y en segundo lugar porque el concepto vulgar,
y desde luego equivocado, que de la matematica
circula, es que es la ciencia de la cantidad. Y no
puede haber pasado desapercibido el que la defini-
cién de infinito no supone ni siquiera la nocién de
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nimero, menos aun la de contar, y menos aln toda-
via la de esos complicadisimos cémputos de la con-
tabilidad y la ingenieria con las que se confunde
grotescamente a la matematica. Esto significa que
no hemos dado una definiciéon cuantitativa. Es, des-
de luego, una definicion matematica, pero porque,
con las palabras de George Boole, otro genio del
maravilloso siglo XIX, “mathematics is not
conversant with the ideas of number and
quantity”. Es decir, a la matematica no le es esen-
cial ni siquiera el estar familiarizada con la idea de
nimero o de cantidad. “La esencia de la mate-
maética — ahora es el propio Cantor quien habla- es
la libertad”.

Al no ser cuantitativa la definicion, n6 pode-
mos decir que lo infinito sea mucho, ni grande, ni
extenso; es méas bien intenso, una cualidad; la de ser
igual, en el sentido de coordinable, a una parte su-
ya. Es como un color, por ejemplo. Nadie diria que
un objeto grande azul es mas azul que uno pequefio.
Por el contrario, un botén puede ser mas azul que
el cielo entero. Méas adelante veremos cémo, a cam-
bio de la extensién sacrificada, podremos hablar de
la fuerza de lo infinito, su potencia, su Machtigkeit,
como dice Cantor.

Es importante mantener separados los conceptos
de grande y de infinito. Ni lo infinito es grande ni
lo grande es infinito. Decimos que un objeto A es
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méas grande que uno B si algo le queda a A después
de haberle quitado una parte equivalente a B. Ya
veremos que al nivel de lo infinito no puede regla-
mentarse ese ‘“quitar” ni en consecuencia definir
una operacién de resta. La grandeza estd definida
s6lo para lo finito. Sélo lo finito puede ser grande y
jamas podré lo grande ser infinito. Lo infinito no es
mas que lo finito, es otra cosa.

Resulta altamente conmovedor el que los poetas,
cuando han querido comunicar la idea de infinito,
hablan de las estrellas en el cielo. En una noche
bien estrellada, las estrellas visibles no pasan de
3000. jA eso le llaman los poetas infinito! Es mini-
ma su diferencia con los hotentotes que cuentan:
uno, dos, tres, infinito, porque para ellos ya mas de
tres es infinito. Entre 4 y 3000, hay que reconocer-
lo, la diferencia es despreciable, y es la que separa al
poeta del hotentote cuando hablan del infinito. El
error que cometid un nifio cuando, al preguntarsele
en una tarde lluviosa cuédntas gotas calculaba él que
caian sobre la ciudad, y respondié que cien, es un
error mindsculo, finito, comparado al error infinito
que comete el poeta viendo un cielo estrellado. Por
supuesto, hay poetas excepcionales, como
Shakespeare cuando afirma, por boca de Hamlet,
que podria “sentirse rey de espacios infinitos, ence-
rrado en la cascara de una nuez”.
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Ademés de la noci6n de numero, la idea del
infinito es independiente igualmente de la de lo fini-
to. Lo infinito, su definicion lo declara explicita-
mente, no es la negacion de lo finito. Es justamente
lo contrario; lo finito es la negacion de lo infinito,
pues se lo define como aquello que no es coordina-
ble con ninguna de sus partes.

En este caso, como en la mayoria, el proceso
I6gico no coincide con el psicolégico. Porque es ver-
dad que psicolégicamente la idea de lo infinito se
concibe negando lo finito. Después de todo, nuestra
experiencia basica, nuestro contexto material, es
siempre con conjuntos finitos. Pero la teoria légica
camina con otro compéas. Lo que es primero psicolo-
gicamente suele ser de lo Ultimo desde el punto de
vista l6gico, y reciprocamente.

Seguramente por esta razon Cantor no emplea la
palabra in-finito, (Un-endlichkeit). Prefiere
“transfinito™, para que la particula privativa un (in,
en el vocablo castellano), no sugiera ningun tipo de
negacion.

Hay que reconocer que es perfectamente posible
definir, en base al concepto de numero natural, lo
finito, y después lo infinito como su negacion. Esta
forma es equivalente a la que aqui estamos emplean-
do y que se debe a Dedekind, amigo personal y

22



colega de Cantor. Pero pienso que tiene el defecto,
la macula, de que supone la idea y el conocimiento
de nimero natural, y se presta por eso a mayor
confusion con lo cuantitativo. Ya hemos advertido,
ademas, que queremos ganarnos la idea de numero,
pagar por ella. No la queremos gratis. Y encima de
todo esto, parece mas justo que la definicion de
infinito sea positiva y negativa la de lo finito.

De todos modos, este segundo método procede
asi; Se define lo finito como lo que es coordinable
con una parte, llamada segmento inicial débil, de los
nimeros naturales. Esto es, todos los nimeros natu-
rales que preceden a un nimero natural dado, inclu-
yéndolo. Por ejemplo, el nimero 5 determina el seg-
mento inicial débil cuyos elementos son 1, 2, 3, 4y
5. Luego se define negativamente lo infinito como
lo no finito, es decir, justamente como lo in-finito,
lo que no es coordinable con ningdn segmento ini-
cial débil de los naturales. Es bien curioso que este
método, que arranca del conocimiento de namero
natural y que puede parecer mas justo porque se
asemeja al proceso psicolégico, sélo dificilmente, y
echando mano a una hipétesis muy fuerte, puede de-
mostrar que el mismo conjunto de los naturales es
infinito. Eso que con la definicién de Dedekind se
prueba en dos lineas.

Se puede demostrar que las dos definiciones de
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infinito son equivalentes, pero la prueba es demasia-
do larga para darla aqui. En lo sucesivo vamos a
usar generalmente la definicion de Dedekind, por las
razones ya aducidas, y sdlo espéradicamente, con el
proposito de simplificar algunas demostraciones, em-
plearemos la otra. Sobre todo cuando se trate lo
finito, pues asi se lo puede considerar positivamen-
te. Por ejemplo, si tratara de demostrar - y no de
mostrar- que el conjunto de dedos en una de mis
mano es finito, procederia a coordinarlo con un seg-
mento inicial débil. El determinado por el nimero
5. Seria dificil y tedioso demostrar su finitud pro-
bando que no tiene ninguna parte con la cual es
coordinable. Pero, por otro lado, para demostrar la
infinitud de un conjunto, es preferible buscar una
parte suya con la cual sea coordinable antes que
probar que no existe ningin segmento inicial débil
coordinable con él. La equivalencia de las dos defi-
niciones hacen posible elegir el método de demostra-
cién que en el caso particular sea el mas comodo o
el mas elegante.

Armados ya del concepto de infinito, conviene
ahora un capitulo corto entre paréntesis para distin-
guirlo de algo con lo que se lo confunde mucho: lo
interminable. No importa que después tengamos que
dar un salto atrds para retomar el hilo que aqui
dejamos y que habrd de conducirnos a resultados
extraordinarios.
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v

LO INTERMINABLE

No es lo mismo ser que estar en vias de ser. Se
considera que estar en vias de ser es una forma
deficiente de ser, una especie de no-ser, (no-ser-toda-
via). Los griegos, que a todo cuanto hallaban y pen-
saban le ponian nombre, le llamaron ser potencial,
contraponiéndolo asi a lo que es ya, y que llamaron
ser actual. Yo, por ejemplo, tengo un ser actual,
pero el cadaver que seré solo es potencialmente; esta
en vias de ser, es un cadaver haciéndose.

El ejemplo quizd no sea muy bueno, porque mi
cadaver, que no es todavia, se actualizard tarde o
temprano con toda seguridad, en tanto que hay mu-
chas cosas que estan en vias de ser y que no seran
nunca. Es decir, la potencia no tiene por qué reali-
zarse necesariamente. Uno no puede ser todo lo que
puede ser. Muchas de nuestras potencialidades estan
condenadas a quedar dormidas en el sotano de nues-
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tro ser, y a morir con nosotros sin haber visto la luz
de la realidad actual.

Pues bien, al hilo de este par de conceptos, los
griegos, y en particular Aristételes, distinguieron en-
tre el infinito actual y el infinito potencial. Una
cosa es infinita potencialmente si tiene la capacidad,
la potencia, de crecer indefinidamente, de no termi-
nar nunca, de ser un progreso indefinido. Por eso
quiero llamarlo interminable o perpetuo. En tanto
que lo actualmente infinito lo es ya, no tiene que
crecer ni nada para llegar a serlo. Es infinito ya, y
no como lo interminable que es un infinito hacién-
dose. Los capitulos anteriores, y los préximos a se-
guir, tratan, por supuesto, del infinito actual o
“consumado”, como decia Cantor. Pero veamos por
qué no nos interesa mayormente lo interminable, y
por qué no queremos llamarlo infinito potencial.

En primer lugar, porque ni siquiera potencial-
mente lo es. Si un objeto estd en vias de hacerse
infinito, significa que no lo es, luego es finito. Y si
es finito, estd bien equivocado si cree que creciendo
0 progresando va a ser infinito. So6lo lo seria des-
pués de una eternidad. Entre tanto, no estd dando
ni un solo paso hacia ello. Ese camino, el del en-
grandecimiento y el progreso, est4d bloqueado por
una distancia infinita que ni el progreso indefinido
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puede salvar, a menos que se realice infinitamente.
Llamarle infinito potencial a lo interminable supone
que se ha cometido el error basico, pero tradicional,
de confundir lo infinito con lo grande, o por lo
menos con la capacidad de hacerse indefinidamente
grande.

Ademas, el error esta reforzado por el hecho de
que lo interminable no acaba nunca, contrariamente
a lo finito, que comienza y acaba. Y se cree -otro
error- que lo infinito debe carecer de limites, por lo
menos por delante, porque se lo ha confundido con
lo grande. Es verdad que lo interminable no ter-
mina, pero lo infinito puede terminar perfectamen-
te. Todos los ejemplos que han aparecido, menos el
de los naturales, son de objetos infinitos con co-
mienzo y con fin. Més adelante veremos que entre
el 0y el ! hay un espacio infinito densamente po-
blado de fracciones, y sin embargo este espacio co-
mienza en el 0 y termina en el 1. Ser interminable
no es, pues, condicidn necesaria para lo infinito.

Ahora bien, si lo interminable no es infinito,
debe ser finito. Y esto parece contradictorio, porque
da la impresion de que se estd pensando que algo
finito carece de término. No hay contradiccion. Lo
interminable es finito en cualquier instante, pero es-
td siempre en condiciones de cambiar, de progresar,
eso si, a otro estado finito. Lo que si es infinito es
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el conjunto de estados por los que lo interminable
puede pasar. Esto significa que desde el momento

en que encuentro un objeto interminable, estoy, y
estaré siempre, ante un objeto finito, por mucho
que lo siga en sus transformaciones, pero dentro de
un conjunto infinito de tales objetos. Lo intermina-
ble es lo eternamente finito, lo infinitamente finito.

Por ejemplo, contar los nimeros naturales es un
proceso interminable, en todo instante estoy ante
un namero finito, porque todos los naturales lo son,
pero el ndmero de ndmeros naturales, que no es un
nimero natural, es infinito. La vida de los dioses en
el Olimpo, y quizé la de los cristianos en el paraiso
de Jehova, es interminable, no infinita. Aunque vi-
van siempre, eso no importa; aunque no mueran
nunca. En cualquier instante han vivido mucho,
afios, siglos, milenios, todo lo que se quiera, pero
nunca una eternidad, un infinito tiempo. A menos,
claro estd, que se la hayan ganado amando, sufrien-
do o incluso fumandose un cigarrillo. En cualquier
caso, cometiendo un acto equivalente al todo del
que forma parte. Pero para lograr esa eternidad no
es necesario morirse e irse al cielo; ni siquiera vivir
mucho tiempo; en una semana, en un momento pri-
vilegiado cabe. “La otra vida, si, -decia un poeta-,
pero dentro de ésta”. Por eso los gnosticos, esos
maravillosos y soberbios herejes del siglo 11 de nues-
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tra era, despreciaban a Dios y a la inmortalidad que
se sirve en el cielo. Aspiraban a la vida etetaa.

Hegel, con esa confianza y familiaridad que s6lo
da la convivencia cotidiana, le llamé “malo” al infini-
to potencial, y “bueno” al actual. Y también, con
mas acierto y menos resentimiento, infinito falso e
infinito verdadero, respectivamente.

Cuando en el andlisis matematico se habla de
infinito, generalmente se trata del malo, de lo intermi-
nable, y se lo representa como un ocho acosta-
do: oO . Por ejemplo, considérese la fracion 1/x.
Si sustituimos la x por nameros pequefios menores
que 1 pero mayores que 0, 1/x se hace grande, Cuanx
do sustituimos la x por 1/2, se obtiene 2. Cuando x
=1/3, la fraccién original se hace 3. 1/x va
aumentando conformex desciende a O.Es decir, 1/x es
tan grande comose lo quiera, pues sélo se necesita hacer
que X sea lo suficientemente pequefio. Decimos en-
tonces que el limite de 1/x, conforme x tiende a 0, es
infinito (malo); lim 1/x = oo . El infinito de los
analistas pues, ~neralmente es un limite, una capa-
cidad de progresar indefinidamente. Pero, por lo mis-
mo que es un progreso indefinido, no llega nunca, no
es infinito nunca.

También se habla en andlisis de — . Que
es el mismo progreso indefinido que comentamos
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arriba pero concebido como regreso: la capacidad de
hacerse grande negativamente. Igualmente se hablaba
antes de lo infinitesimal, lo infinitamente pequefio,
queriendo sin embargo indicar la capacidad (de nue-
vo el infinito malo) de disminuir interminablemente,
pero hacia el 0, no en el sentido de los ndmeros
negativos.

Termino con dos ejemplos que ilustran, resumen
y motivan la distinciéon que se ha hecho entre lo
infinito y lo interminable. Una hipotética maquina
de movimiento perpetuo trabajaria interminablemen-
te. Cada vez habria trabajado més. En cambio, la
méaquina con la que un Dios hipotético hizo los na-
meros naturales, trabaj6 infinitamente. Por Gltimo:
Un muerto no estd cada vez mas muerto. A los
cinco minutos de morirse estd tan muerto como el
que tiene cinco siglos de estar muerto. Esto significa
gue la muerte no es interminable, es infinita, eterna.
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INFINITO ENUMERABLE

No es gratuito el que a los nimeros naturales se
les llame *“naturales” Lo son en la misma medida
en que lo es el lenguaje. El papel que juegan en la
cultura trasciende con mucho el ya vasto campo de
la matematica, de la misma manera como desborda
el alfabeto a la literatura. Los nifios aprenden a con-
tar antes de poder hablar con claridad. Y sin embar-
go, justamente por ese caracter basico y fundamen-
tal, son muy dificiles de entender. El lector quedara
asustado cuando en un capitulo préximo definamos
el nimero 5, eso que conoce y maneja desde la
infancia. Kronecker, un gran enemigo de Cantor, de-
cia irénicamente, pero con un fondo de seriedad,
gue el hombre habia creado las montafias, los soles,
el universo entero, pero que “los nimeros naturales
los hizo Dios™.

No es, entonces, extrafio que el conjunto infini-
to de los naturales desempefie un papel muy impor-
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tante en la teoria que desplegamos, y que convenga
distinguir con un nombre todos aquellos conjuntos
que son coordinables con una parte de los naturales
0 con el conjunto entero de ellos. Se los va a llamar
conjuntos enumerables.

Por supuesto, todos los conjuntos finitos son
enumerables, pues son coordinables con algin seg-
mento inicial débil, parte de los naturales: Dado un
conjunto finito cualquiera, puedo poner en fila
india, uno detras del otro, los elementos que lo
constituyen y darle un nimero natural a cada uno,
enumerarlo. Al Gltimo le corresponderd el nimero
natural a la cabeza del segmento inicial. Algunos
objetos finitos, como el sol, pueden ser muy gran-
des, pero eso no impide que no pueda —al menos en
teoria— contar sus elementos, cada uno de sus &to-
mos y aun sus electrones.

Por otra parte, si para enumerar un conjunto
necesito todos los naturales, a ese conjunto, que es
enumerable, le vamos a llamar infinito enumerable,
porque, segun demostraremos después, un conjunto
tal resulta que satisface la definicidn de infinito. En
otras palabras, que podremos enumerar también
conjuntos infinitos. Por lo menos algunos. Ya vere-
mos cudles no.

Por ejemplo, (es una pequefia variacion del de
Galileo), considérese el conjunto de los naturales pa-
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res, es decir, aquellos que puedo partir por la mitad,
como 2, 4, 6, 8, 16, etc.... Es un conjunto infini-
to, porque nqg existe el par ultimo. Dado un par
cualquiera, por muy grande que sea, puedo hacer
otro mayor. Sencillamente multiplico por dos el que
se me ha dado como frustrado candidato a Ultimo.
El proceso de generar pares es interminable, y eso
significa, segln vimos anteriormente, que aunque ca-
da par es finito, estamos moviéndonos dentro de un
conjunto infinito. Pues bien, a pesar de ser un
conjunto infinito, puedo enumerarlos a todos
poniéndole un ndmero natural distinto a cada uno.
Al 2 le pongo el 1, ai 4 el 2, al 6, el 3
etc,. . .como lo indica la tabla siguiente;

2 4 6 8 10.
; — i 1
1 n/2

En la primera fila aparecen los pares ordenados
segin tamarfio en fila india, y debajo de cada Uno el
natural que le corresponde.

Repéarese en que los he enumerado a todos de
un solo golpe y sin consumir tiempo. Se me puede
preguntar por cualquier par, que en seguida podré
decir el ndmero que le ha tocado. Por ejemplo, al
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2148 le corresponde el 1074. Sélo tengo que dividir
por dos el par por el que se me pregunta. En el
conjunto de los pares, pues, tenemos un ejemplar de
algo infinito enumerable. Este capitulo esta princi-
palmente dedicado a conjuntos infinitos enumera-
bles. Después vendran los innumerables.

No es inmediato el que todo conjunto coordina-
ble con el conjunto entero de los naturales, infinito
enumerable, sea infinito. Esto hay que demostrarlo,
y es lo que hacemos enseguida, pero de un modo
mas general. Vamos a probar algo que puede parecer
muy obvio al que no tiene imaginacion, a saber, que
todo conjunto coordinable con un conjunto infinito,
es infinito.

Supongase que tenemos dos conjuntos, A y B,
donde A es coordinable con B y B es inimito. Que-
remos probar que A también es infinito.

Si A es coordinable con B, podemos proyectar
A en B de forma tal que a cada elemento de A le
corresponda un elemento UGnico de B. Como por
hidtesis B es infinito, es coordinable con una parte
suya que llamamos B’. Como hemos calcado A en B
y B en B’, tenemos a A calcado en B’, (transitividad
de la coordinabilidad). Ahora bien, como B es
coordinable con A, (porque A es coordinable con B
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y la coordinabilidad es simétrica), podemos proyec-
tar B sobre A. En esta proyeccion lanzamos a B’
sobre una parte A’ de A. Como teniamos calcado
todo A en B' y ahora calcamos B’ en A’, hemos
proyectado, (de nuevo por la transitividad de la
coordinabilidad), todo A en A’  Esto significa que A
es coordinable con una parte suya A’ Luego, por
definicion, es infinito. Y eso es lo que nos propusi-
mos demostrar.

Las proyecciones o calcos pueden, quiza, visuali-
zarse mejor mediante el siguiente diagrama:

B b'

Una aplicacion interesante de este teorema es
gue nos permite afirmar que la parte de un conjun-
to infinito por la que sabemos que ese conjunto es
infinito, es también infinita. Es decir, el conjunto de
los cuadrados perfectos, en el ejemplo de Galileo, es
tan infinito como el todo del que forma parte. De
igual manera, el beso que hace infinito a un amor,
es infinito él mismo. Hay que reconocer que este es
un resultado muy justo. En toda prueba, pues, de la
infinitud de un conjunto, hay dos infinitos. El del
conjunto cuya infinitud se demuestra, y el de la
parte del conjunto coordinable con él.
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Otra aplicacion inmediata es ésta: Todo conjun-
to infinito contiene una cantidad infinita de partes
infinitas. Porque si un conjunto A es infinito, con-
tiene una parte A’ con la cual es coordinable; esa
parte A’, en virtud del teorema que comentamos, es
también infinita, luego contiene a su vez una parte A”
con la cual es coordinable, que también es infinita.
Esta cadena de partes infinitas de A no termina, luego
es infinita. El teorema puede que sea obvio, pero no
asi sus implicaciones, desde luego.

Bertrand Russell cita, para ilustrar este punto, el
caso de un hipotético mapa de Inglaterra hecho so-
bre terreno inglés. Como en el mapa se registra todo
cuanto hay en el terreno inglés, debe también estar
registrado el mismo mapa. En este mapa dentro del
mapa debe de estar también representado todo el
suelo inglés, y en consecuencia una imagen ain mas
pequefia del mismo mapa. Y asi indefinidamente.

Un caso particular del mismo teorema es cuando
N, el conjunto de los naturales, toma el papel de B.
Como sabemos que N es infinito, el teorema dice
que todo conjunto coordinable con N, (infinito enu-
merable), es infinito. ES una pena que este enuncia-
do no sea méas impresionante: Todo conjunto infini-
to enumerable es infinito. De ahora en adelante, si
podemos ordenar los elementos de un conjunto en
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fila india de manera que haya un primer elemento y
que cada elemento tenga un sucesor inmediato y qué
la fila no termine, sabremos que el conjunto es infi-
nito enumerable, y en consecuencia infinito

Arriba demostramos que todo conjunto infini-
to contiene una cantidad infinita de partes infinitas.
Luego, en particular, N contiene una cantidad infini-
ta de partes infinitas. Algunas de ellas son muy co-
nocidas. Por ejemplo, (a) la parte formada por los
naturales pares; (b) la formada por los naturales im-
pares; (c) la formada por los nimeros primos. (Los
nimeros primos son aquellos naturales que pueden

chvidirse de forma tal que el resultado sea un entero,
s6lo por si mismo y por 1 ~
es primo).

@ 2 4 6 8 10 12 14
®) 1 3 5 7 9 11 13

€ 2 3 5 7 11 13 17

Igualmente, la parte (d) formada por los cuadra-
dos perfectos; la parte () formada por los cubos
perfectos; etc. ..

@ 1 4 9 16 25 36 49

O] 1 8 27 64 125 216 343
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Igualmente, cualquier conjunto de naturales a
partir de uno dado. Por ejemplo, (f) a partir del 23;
(9) a partir del 24; etc....

(0 23 24 25 26 21 28

(9 24 25 26 271 28 29

Como en las dos Ultimas colecciones las filas no
terminan por abajo, el conjunto de ellas es infinito
enumerable. Luego N contiene una cantidad infinita
enumerable de partes infinitas enumerables.

Si lo anterior no impresiona porque las partes de
N que hemos sefialado tienen elementos en comun,
podemos dar un ejemplo, que resultard& muy impor-
tante, en el que se divide a N en un conjunto infi-
nito enumerable de partes infinitas enumerables,
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ninguna de las cuales tiene elemento en comdn con
ninguna otra. En efecto, considérese el siguiente dia-
grama, en donde las flechas indican el sentido que
se ha seguido para ir poniendo los nimeros:

1 ->2 6 7 15-* 16
z Z V4 Z Z

3 5 8 14 17
z z z z z

4 9 13 18 26 31
Z z z Z A

100 12 19 25 32 4
Z Z z

11 20 24 33 41 50
z z z z Z

Como ni las filas (horizontales) ni las columnas
(verticales) terminan, tenemos que cada fila es infi-
nita enumerable, y que hay una cantidad infinita
enumerable de filas, puesto que estan, ellas también,
en fila india. El conjunto de todos los nimeros que
aparecen en el cuadro del cual nuestro diagrama es
solo una de sus esquinas, es, por supuesto, N. Con
esto hemos hecho la division que queriamos.
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Este diagrama nos permite generalizar un méto-
do para dividir un conjunto infinito enumerable en
una cantidad infinita enumerable de partes infinitas
enumerables sin nada en comin entre ellas. Sencilla-
mente tomamos el conjunto infinito enumerable y
lo coordinamos con N ya dividido segun el esquema
de aniba: el resultado es lo que buscdbamos.

Podemos hacer otra cosa pero en sentido opues-
to: Unir una cantidad infinita enumerable de con-
juntos infinitos enumerables diametralmente distin-
tos entre si, sin nada en comun, y el resultado sigue
siendo un conjunto meramente infinito enumerable.
No ha aumentado ni un 4&pice. Esta afirmacion es
interesante porque, segun veremos después, hay con-
juntos infinitos que ya no son enumerables. La
union la podemos hacer asi: Cada conjunto infinito
enumerable lo coordinamos con una de las filas del
diagrama. Como contamos con una cantidad infinita
enumerable de estas filas, no importa que nos den
una cantidad infinita enumerable de estos conjuntos.
El resultado de unirlos todos estd automéaticamente
enumerado.

Si nos dieran s6lo un ndmero finito de conjun-
tos infinitos enumerables, procedemos de la siguien-
te forma: Coordinamos uno con el conjunto de los
pares naturales, y otro cualquiera con el de los im-
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pares naturales. Como la unién de estos dos conjun-
tos, ambos infinitos enumerables, es el de los natu-
rales, la uni6bn queda enumerada. Coordinamos
ahora esta unién, infinita enumerable, con el con-
junto de los pares naturales, y un tercer conjunto
con los impares naturales. Volvemos a unirlos: tene-
mos otra vez un conjunto infinito enumerable. Con-
tinuamos este proceso hasta agotar los conjuntos da-
dos: el resultado final serd un conjunto infinito
enumerado. En resumen: la unién enumerable, finita
o infinita, de conjuntos infinitos enumerables, es in-
finita enumerable.

Si, por otra parte, los conjuntos son finitos pe-
ro la unién es infinita enumerable, el resultado es
infinito enumerable, puesto que, ordenados en fila
india los elementos de cada conjunto finito e igual-
mente cada conjunto finito, tenemos a todos los
elementos ordenados en una fila india que no termina.
Pero si los conjuntos y la unién son finitos, el resul-
tado es finito. Porque dados dos conjuntos finitos,
coordinables cada uno con un segmento inicial débil
de los naturales, la unién de ambos serd coordinable
con el segmento inicial débil determinado por la su-
ma aritmética de los dos naturales, siempre ”’n natu-
ral, a la cabeza de los segmentos. Resumiéndolo to-
do nuevamente: La unién enumerable (finita o infi-
nita) de conjuntos enumerables (finitos o infinitos)
es enumerable (finita o infinita).
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Un ejemplo nos ayudara a ver cuan increible es
lo que estamos diciendo. Sup6ngase que tenemos un
balde infinito enumerable, lleno de agua hasta los
bordes. Vaciamos en él otro balde igualmente infini-
to enumerable e igualmente lleno. El balde original
no se desborda. Vuelvo a repetir la hazafia. Lo mis-
mo. La repito una cantidad infinita enumerable de
veces. Lo mismo. Del balde original no se ha desbor-
dado ni una sola gota.

Lo que hemos dicho de la unién es igualmente
valido para la resta o disminucién. Dado un conjun-
to inifinito enumerable cualquiera, le puedo quitar
una cantidad enumerable, finita o infinita, que ten-
dré todavia un conjunto infinito enumerable. Lo in-
finito, pues, puede darse el lujo de ser infinitamente
generoso, sin que sus dadivas le merme en lo mas
minimo.

Para el caso finito, es decir, cuando le quito un
nimero finito de elementos a un conjunto infinito,
la razén de esto es bien sencilla: Lo Unico que ten-
go que hacer es pedirle a los elementos del conjunto
infinito que “cierren filas” cuando se les quita un
nimero finito de elementos. Seguiran estando parea-
dos con los naturales.

El caso infinito es mas delicado. Desde luego,
puedo quitarle una cantidad infinita enumerable: Lo
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coordino con los naturales y le quito los que han
guedado pareados con los impares naturales, por
ejemplo. Repitiendo este mismo proceso, puedo
quitarle una cantidad infinita enumerable de partes
infinitas enumerables, y el resultado final serd que
tengo aln un conjunto infinito enumerable exacta-
mente como al principio. O también de esta otra
forma: Lo coordino con los naturales ordenados de
acuerdo con el Gltimo diagrama y le quito todas las
filas menos una cualquiera. El resultado es el mis-
mo: un conjunto que sigue siendo infinito enumera-
ble.

Pero hay que tener cuidado si queremos que el
conjunto original siga siendo infinito cuando le pe-
gamos estos mordiscos infinitos, porque si no me
guio por un diagrama como el anterior o por un
proceso como el que presentamos, puedo obtener
un resultado finito. Por ejemplo, si al conjunto de
los naturales, que es infinito enumerable, (por la
reflexividad de la coordinabilidad), le quito todos
los nimeros naturales mayores que 3, que también
es un conjunto infinito enumerable, el resultado es
un conjunto bien finito de sélo 3 elementos.

En otras palabras, se puede restarle a un conjun-
to infinito enumerable una cantidad infinita enume-
rable de elementos y seguir teniendo un conjunto
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infinito enumerable, aun repitiendo esta operacion
una cantidad infinita enumerable de veces, pero no
toda y cualquiei leaia da este buen resultado. Hacia
arriba, todo lo que se quiera, que no podremos tras-
cender lo infinito enumerable dando saltos enumera-
bles, finitos o infinitos, una cantidad enumerable de
veces; pero hacia abajo hay que tener cuidado, no
sea que la confianza que nos da lo infinito nos haga
perderlo todo.

Dicho con un poco de poesia, porque después
de todo la poesia se lo merece: Un hombre que
ama infinitamente, ama lo mismo que si amara infi-
nitamente méas de lo que ama. E igualmente, si ama-
ra infinitamente menos de lo que ama, podria sin
embargo seguir amando lo mismo.

Para el que se haya sorprendido, vaya la adver-
tencia de que estamos apenas entrando en el mundo
increible de lo infinito. Lo mas interesante es que
vamos embarcados en la razérs. Alguien ha dicho, a
propoésito de estas cuestiones, que “el mundo de la
razon es mas mas extrafio que el de la fantasia™.

Hay otros conjuntos que a primera vista parecen
mas numerosos que el conjunto de los naturales y
que sin embargo no son mas que infinitos enumera-
bles. Por ejemplo, el conjunto de los nimeros ente-
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ros. Los enteros son todos los naturales, mas el O,
maés todos los enteros negativos:

A pesar de que no hay un primer entero méas
pequefio que todos, (la fila no termina pero tampo-
co comienza), los podemos poner en fila india, con
un nuevo orden distinto del usual, asi:

0,1,-1, 2,-2, 3,-3, 4, 4,....

En consecuencia, el conjunto de los enteros, que
contiene a los naturales y a muchos otros numeros
ademads, es infinito enumerable. Es decir, hay la mis-
ma cantidad de enteros que de ndmeros naturales.
Seguramente que un profano de esta teoria no vaci-
laria en decir que hay el doble de cantidad de nu-
meros enteros que de naturales.

Y ahora, para terminar este capitulo, una sorpre-
sa: Se les llama nimeros racionales a todos aquellos
que pueden ser representados como una fraccion
p/q, donde tanto p como g son enteros y q es dife-
rente de 0. 1, por ejemplo, 2, 3, 4....... todos los
naturales son racionales, porque se los puede repre-
sentar como fracciones del tipo exigido:
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1/1, 2/1, 3/1,4/1,....

El O también es racional: Se lo puede escribir
0/1. No importa que el numerador sea 0, con tal de
que no lo sea el denominador. Todos los enteros
negativos: -1, -2, -3, -4,. .. son racionales. Se los pue-
de escribir:

-1/1,-2/1,-3/1,4/1........

Pero hay muchisimos mas:

1/2, 7/8, 1/100, -3/48,. ..

Solamente entre el 0y el 1 hay una cantidad infini-
ta enumerable de racionales:

172, 1/3, 1/4, 1/5,............. ,1/n,...

En otras palabras, los racionales parecen infinita-
mente mas numerosos que los enteros, por no decir
nada de los naturales. Y sin embargo vamos a de-
mostrar que son infinito enumerable, es decir que
hay tantos, no mas, racionales que naturales.

La demostracion de esto parece imposible, ade-
mas, porque no hay forma de ponerlos en fila india
con el orden usual. Los racionales estdn muy apre-
tados entre si. Son lo que se dice densos. Esto es,
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entre dos racionales cualquiera, por muy juntos que
estén, siempre hay uno de por medio. Dicho aln de
otra manera, ningln racional tiene un sucesor inme-
diato. Entre cada racional y el candidato a su suce-
sor inmediato, hay uno de por medio. Para encon-
trar un racional entre cualquier par de racionales,
basta sumarlos y dividir el resultado por 2. Por
ejemplo, entre el 1/4 y 1/5 existe el racional

1/4 * 115 = 9/40

2 Pues bien, este conjunto puede ser
ordenado en fila india. Por supuesto, no con el or-
den usual de tamafio. Con este orden no existe un
primer racional ni el racional sucesor inmediato de
otro. La forma en que Cantor logré, a pesar de
todo, ordenarlos en fila india es realmente extraordi-

naria. priniero considérese el siguiente diagrama:

1/1-*2/1 3/W4/1 5/176/1
z Z V4

1/2 2/2 3/2 4/2 5/2 6/2 ...
f z z z Z Z z
1/3 2/3 3/3 4/3 5/3 6/3.

Z Z z Z il /
14 2/4 34 4/4 5/4 6/4 ...
f 7/

Z 7z 7 z
1/5 2/5 3/5 4/5 5/5 6/5
/ Z Z 7 z
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La primera fila, como se ve, contiene todas las
fracciones con ! de denominador. La segunda fila
contiene todas las fracciones con 2 de denominador.
Etc. .. Los numeradores, por otra parte, aparecen
con el orden usual de los naturales en cada fila.
Siguiendo ahora el sentido de las flechas, (es el mis-
mo que aparecio en un diagrama anterior), y dejan-
do aparte los nimeros que ya han aparecido, pode-
mos ordenar las fracciones asi:

11, 2/1, 1/2, 1/3, 3/1,4/1.3/2, 2/3, 1/4,.. .

Es decir:

1,2, 1/2, 1/3, 3, 4, 3/2, 1/4,.

Porque 1/1= 1, 2/1= 2, etc... Obsérvese ademas
que se ha prescindido de 2/2 porque es igual a 1,y
el 1 ya habia aparecido.

Ahora, si comenzamos con el 0 y alternamos
cada fraccion que obtenemos de nuestro cuadro con
Su negativo, asi:

o, 1, -1, 2, -2, 1/2, -1/2, 1/3, -1/3, 3, -3, 4, -4, 3/2,
-3/2,...
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iTenemos ordenados todos los numeros racionales
en fila india; Luego el conjunto de ellos es infinito
enumerable.

Rogamos al lector que haga una pausa, por muy
clara que haya visto la demostracion, para meditar
sobre ella. Tomarla sin sorpresa, con naturalidad, es
sintomatico de que nos estamos perdiendo su alcan-
ce més hondo.
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VI

EL DERECHO DE ELEGIR

Ante la terca insistencia del infinito enumerable
podriamos sospechar, de no estar ya advertidos de
lo contrario, que todo conjunto infinito es infinito
enumerable. Esto no es cierto. Ya veremos que los
niveles del infinito son infinitos. Pero algo de espe-
cial debe haber en el infinito enumerable. En efecto,
lo hay. Lo que tiene de especial es que todo con-
junto infinito contiene una parte infinita enumera-
ble. Hemos dicho todo conjunto inifinito, y no solo
los infinitos enumerables, que ya vimos contienen
no solamente una sino infinitas. La reciproca tam-
bién es cierta: Si un conjunto contiene una parte
infinita enumerable, entonces es infinito. Las dos
afirmaciones pueden resumirse asi: Un conjunto es
infinito si y sélo si contiene una parte infinita enu-
merable. Y esto equivale a decir que lo infinito enu-
merable es, en el mundo de lo infinito, lo mas mo-
desto, en el sentido de que es parte de todo otro
infinito y de que no posee, como parte, a ningun
otro. (Porque si lo contuviera también seria enume-
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rabie). Todos lo contienen a él y él sdlo se contiene
a si mismo.

Que un conjunto que contiene una parte infinita
enumerable es infinita, se lo puede ver muy sencilla-
mente: La parte infinita enumerable es infinita, y en
consecuencia no es coordinable con ningin segmen-
to inicial débil de los naturales. Luego el conjunto
en cuestion tampoco serd coordinable con ningln
segmento inicial débil de los naturales, si no lo es ni
siquiera una parte suya. Luego es infinito.

La demostracion de que un conjunto infinito
contiene siempre una parte infinita enumerable es
igualmente sencilla, pero echa mano a una hipotesis
muy fuerte que necesita ser comentada.

La prueba se desarrolla asi: Dado un conjunto
infinito cualquiera, puedo quitarle un elemento.
Uno cualquiera, da lo mismo. El resultado es que el
conjunto sigue siendo infinito. Porque si al quitarle
un elemento lo hiciera finito, eso querria decir que
es coordinable con un segmento inicial débil cuyo
numero de cabecera es, digamos, k. Pero entonces el
conjunto original seria coordinable con el segmento
inicial débil cuyo numero de cabecera es k + 1, lo
que significa que es finito, contradiciéndose la hipé-
tesis de que partiamos de un conjunto infinito.
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Al conjunto original menos un elemento, que
sigue siendo infinito, le podemos quitar otro ele-
mento. Otro cualquiera, da lo mismo. El resultado
es aun infinito por exactamente las mismas razones
anteriores. En general, después de haber sacado un
elemento, podremos siempre sacar otro. Y esto nos
permite afirmar que podemos sacar tantos elementos
como numeros naturales.

La razon de esto ultimo es lo que se conoce con
el nombre de induccién matematica, que puede ex-
plicarse asi: Supdngase que tenemos dos filas infini-
tas de fichas de dominds, todas paradas y relativa-
mente cercanas entre si. La primera fila, sin embar-
go, esta rota en alguna parte, o algin par de fichas
estdn demasiado distanciadas. De manera que si
tumbo la primera, habré tumbado so6lo hasta el sitio
en el que la cadena se interrumpe. La otra fila, en
cambio, estd uniformemente ordenada. Si tumbo la
primera ficha de esta segunda serie, y el proceso no
consume tiempo, las habré tumbado a todas, aunque
haya una cantidad infinita (enumerable, puesto que
estdn en fila) de ellas. Por eso, para probar que
todas las fichas estan caidas, s6lo tengo que probar
estas dos cosas: Primero, que la primera esta caida.
Segundo, que si una de ellas cualquiera cae, cae
también la siguiente. Este segundo paso se lo requie-
re para asegurarnos de que la fila no esta interrum-
pida, como la primera fila del ejemplo.
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Pues bien, exactamente este es el caso que tenia-
mos mas arriba. Podemos quitar un primer elemen-
to. Ese es el primer paso. Segundo: si podemos qui-
tar un enésimo elemento, podemos también quitar
el enésimo méas uno. Conclusién: podemos quitar
tantos elementos como naturales, concebidos ahora
como primero, segundo, tercero, etc. ...

Con esto queda terminada la prueba, pues he-
mos formado un conjunto, con los elementos que
quitdbamos, parte del conjunto original, y que es
infinito enumerable. Todo conjunto infinito, pues,
contiene una parte infinita enumerable.

Pero, ¢donde esta la “hipotesis fuerte” que ha-
biamos anunciado? Seguramente que el lector no se
ha apercibido de ella, al igual que muchos grandes
matematicos que la usaban sin darse cuenta. Volva-
mos a la prueba. Deciamos: “Tomamos un elemento
cualquiera del conjunto infinito. . No se daba
criterio para saber cudl debia tomarse, ni coémo.
Obviamente no se trata de tomarlo con la mano. No
hay mano en el dominio conceptual -no material-
del infinito. Sin embargo toda la prueba descansa en
la posibilidad, ésa es la hipotesis fuerte, de que po-
demos elegir un elemento de un conjunto infinito.
A la hipotesis de que podemos hacerlo, se le llama
axioma de eleccién. Parece una tonteria a primera
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vista. El problema es tratar de ver eso como proble-
ma. Y sin embargo, el axioma de eleccion no solo es
en si mismo violento, sino que ademas esta prefiado
de unas consecuencias extraordinarias, increibles.

Al nivel de lo finito, no hay ninguna dificultad.
Se puede demostrar, por induccion  matematica
precisamente, que dado un conjunto finito podemos
siempre elegir uno de sus elementos. Incluso al nivel
de lo infinito enumerable, porque podemos elegir el
primer elemento de la filia india, o el elemento que
ocupa el puesto 43, por ejemplo. Podriamos pensar
que tampoco hay dificultad en ningn otro nivel de
lo infinito, pues como se ha demostrado que todo
infinito contiene una parte infinita enumerable, po-
demos elegir el primer elemento de esa parte. Pero,
da lastima decirlo, sucede que para demostrar que
todo infinito contiene una parte infinita enumerable,
tenemos que contar ya con el axioma de eleccion.
Seria demostrar lo mismo con lo mismo, es decir,
un circulo vicioso, una culebra l6gica que se muerde
la cola.

Considero que lo extraifio que tiene el que este
principio sea extrafio radica en nuestra entrafiable
costumbre de tener cuerpo y de vivir en un mundo
material en el que las posibilidades del cuerpo son
finitas: Elijo la primera camisa que cojo del armario,
la primera pluma que vea, la palabra de la Biblia en
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la que cae el dedo, el primer amigo que me encuen-
tro. O, en todo caso, la mujer mas bella, el amigo
mas fiel, el lapiz maés largo, el producto mas barato.
Puedo elegir siempre sin mayor dificultad. Para el
mundo de lo finito no se necesita del axioma de
eleccion. Pero es una extralimitacion pensar que po-
demos hacer lo mismo en un horizonte infinito don-
de las cosas no tienen por qué estar ordenadas de
ningn modo ni tengo la posibilidad de verlas, tocar-
las, tropezarme con ellas.

Por ejemplo; despierto y comienzo a pensar.
¢Con qué idea comienzo? Porque hay una cantidad
infinita de ideas. Por lo menos cada namero natural
es una idea y hay una cantidad infinita de ndmeros
naturales. ;Como elijo la primera idea? ¢Con qué
concepto desencadeno el proceso de pensar? Aun-
que la cantidad de ideas posibles fuese solo infinita
enumerable, no se ve forma de enumerarlas para po-
der comenzar por la primera o la décimo cuarta, por
ejemplo. Por otra parte, desgraciadamente no puedo
meter la mano y sacar una idea cualquiera como si
el pensamiento fuese una gaveta del armario y las
ideas camisas. Este problema puede parecer ftrivial,
puramente tedrico, porque no lo hemos tenido nun-
ca. El cuerpo siempre nos saca del apuro. En el
momento de abrir los ojos veo una ventana, una
puerta..., y ya puedo pensar en eso. El cuerpo me
ha elegido mi primera idea, me ha puesto en marcha
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al pensamiento, la vida del espiritu. O también pude
haber oido un ruido que me haga patente, en un
mundo infinito de ideas, la idea del reloj desperta-
dor. O puedo sentir hambre. Me sobran motivos pa-
ra comenzar a pensar, pero sélo porque tengo la
dicha de tener cuerpo. ;Qué tal, sin embargo, si un
dia despierto sin cuerpo, pensamiento puro? ;Qué
tal si un dia amanezco convertido en &ngel? El
aprieto es peor de aquel en el que se vio el persona-
je de Kafka que se convierte de la noche a la mafia-
na en cucaracha. Que no se diga que puedo pensar
en la primera idea que se me ocurra. Justamente lo
que estd problematizado es la posibilidad de esa
ocurrencia. Que no se diga tampoco que es un pro-
blema para angeles solamente, porque el matemati-
co, el filésofo, el poeta, que han de pensar en
abstracto, tienen que acostumbrarse a pensar y sen-
tir como los &ngeles. El matematico debe poder con-
tar y sumar sin dedos, el fisico debe saber qué es un
color sin verlo, el poeta debe amar, sufrir, morir, sin
corazén, sin que le dé un palpito de mas. Y para
poder moverse en esa region de ideas y sentimientos
abstractos, se requiere del axioma de eleccion.

Por razones subconscientemente humanistas, de
un humanismo falso tipo Renacimiento, se considera
de muy mal gusto apoyarse en el axioma de eleccion.
Se prescinde de él en la medida de lo posible, aun
cuando eso implique un derrotero de demostracion

57



mas largo y dificil. En la teoria del infinito, sin em-
bargo, el axioma es absolutamente imprescindible.
Algunos autores prefieren negar todo el aporte de
Cantor y la teoria del infinito antes de caer en la
necesidad del axioma. jLo que es la soberbia de la
equivocada finitud humana!

La cosa no termina alli. Aceptado el axioma de
eleccion, se desprende inmediatamente algo verdade-
ramente noétabilisimo. Antes de decirlo, una defini-
cion previa.

Todos tenemos una idea intuitiva de lo que es en
general orden. Un conjunto puede ser ordenado de
diversas formas. Por ejemplo, una biblioteca puede
ordenarse de acuerdo con los temas de los libros, o de
acuerdo al orden alfabético del nombre de sus auto-
res, o aun de acuerdo al tamafio de los libros. Los
naturales, por ejemplo, estan ordenados con un orden
muy conocido, el de menor a mayor. lgualmente los
enteros, los racionales. Pero hay una diferencia muy
interesante entre el orden de los naturales, por una
parte, y el de los enteros y racionales por otra: Los
naturales tienen un primer elemento, el 1, en tanto
qgue ni los enteros ni los racionales lo tienen. Pero
ademas hay otra cosa, que tampoco se cumple con los.
enteros ni con los racionales, y es que toda parte de
los naturales tiene un primer elemento. Pues bien, y
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ésta es la definicion que queriamos, cuando un con-
junto tiene primer elemento, y ademas, toda parte
suya también la tiene, se dice que esta bien ordenado.

Reparese en que ni los enteros ni los racionales
estdn bien ordenados, por lo menos con el orden
usual. No solamente no tienen primer elemento, co-
mo apuntabamos, sino que muchas de sus partes
tampoco lo tienen. El conjunto de los pares negati-
vos, por ejemplo, parte de los enteros, no tiene
primer elemento. El conjunto de los racionales ma-
yores que 0 y menores que 1, parte de los raciona-
les, tampoco lo tiene. Cantor logré re-ordenar los
enteros y los racionales de manera que fuesen
coordinables con los naturales, y este orden bien
artificial, que vimos anteriormente, si es un buen
orden. Pero nadie ha logrado ordenar bien el con-
junto de los ndmeros reales, por ejemplo, que ya
veremos mas adelante cuéles son. Menos aun otros
conjuntos infinitos de nivel superior al de los reales.

Pues bien, se puede demostrar, partiendo del
axioma de eleccion, y esto es lo notabilisimo, que
todo conjunto, por muy infinito que sea, puede ser
bien ordenado. Cantor conjeturd este teorema, pero
no fue demostrado sino hasta el afio de 1904 por
Zermelo. De alli que se le conozca como teorema
de Zermelo. Su demostracién, que es demasiado di-
ficil para insertarla aqui, no dice cudl es esa relacién
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de buen orden, Gnicamente afirma que existe. Es un
teorema de existencia. Y esto es muy notable, sobre
todo si tomamos nota de que, como deciamos mas
arriba, nadie ha logrado ain ordenar bien un con-
junto infinito de orden medio, como el de los rea-
les.

Llevando esto al terreno de lo personal, que es
donde realmente retumban las cosas, lo anterior sig-
nifica que hay manera de ordenar cualquier conjun-
to al que pertenezco, por ejemplo el de los hom-
bres, e incluso el del universo entero, deforma tal
que yo sea lo primero. Esto puede servir para los
momentos de depresion. No importa que no sepa-
mos cual sea ee orden, es un consuelo saber que
existe. O quizd no lo sea. Parece que entrafia cierta
responsabilidad, la obligacion de buscarlo y el des-
consuelo de no poder hallarlo.

Pero hay otra aplicacion, menos humana pero
mas importante, del teorema de Zermelo: la genera-
lizacion de la induccion matematica, la induccion
infinita. Recuérdese que con la induccién matemati-
ca podemos afirmar que todos los elementos de un
conjunto infinito enumerable tienen alguna propie-
dad. Pero nada méas. No podemos hacer lo mismo
con conjuntos mas infinitos, por asi decirlo, que el
conjunto de los naturales. El teorema de Zermelo
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demuestra la legitimidad de una induccién que no se
detiene en el conjunto de los naturales, va mas alla,
alcanza cualquier conjunto, aunque pertenezca a un
nivel superior al de lo infinito enumerable.

El teorema de la induccion infinita dice asi: Si
el primer elemento de un conjunto bien ordenado
goza de determinada propiedad, y se puede demos-
trar que si la gozan todos los elementos de un seg-
mento inicial fuerte de ese conjunto, también la go-
za el elemento que determina dicho segmento, en-
tonces la gozan todos los elementos del conjunto en
cuestion. (Por segmento inicial fuerte de un conjun-
to, determinado por un elemento de ese conjunto,
se entiende la coleccion de todos los elementos del
conjunto que preceden al elemento dado, sin incluir
a este elemento dado. Es so6lo por este Gltimo deta-
lle que se distingue del segmento inicial débil).

La demostracion procede por reduccién al absur-
do del siguiente modo: Supongase que el primer
elemento de un conjunto dado A goza de una pro-
piedad determinada, y que ademas, si la gozan todos
los elementos de un segmento inicial fuerte de ese
conjunto, también la goza el elemento que deter-
mina a ese segmento. Pensemos ahora, para caer en
el absurdo, que existen algunos elementos ¢el con-
junto A que no gozan de la propiedad. Estos ele-
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mentos forman una parte de A. Como A esta bien
ordenado, en virtud del teorema de Zermelo, la par-
te en cuestion tiene un primer elemento. Llamémos-
le p a este primer elemento. ElI segmento inicial
fuerte determinado por p contiene s6lo elementos
de A que gozan de la propiedad, porque todos estan
fuera de la parte que contiene a los que no la go-
zan. Entonces, como todos los elementos de este
segmento inicial fuerte gozan de la propiedad, tam-
bién la goza el elemento p que lo determina. Pero
este elemento que lo determina es el primero de la
parte de los que no la gozan. Se ha llegado, asi, a la
contradiccién de que p goza y no goza de la propie-
dad. Luego, si la hipotesis de que existen algunos
elementos de A que no gozan de la propiedad nos
ha hecho caer en el absurdo de la contradicion, eso
quiere, decir que la hipdtesis es falsa. Luego es ver-
dad que no existen elementos que no gozan de la
propiedad. Luego, todos la gozan, que es lo que
habia que demostrar.

Ya veremos después, porque esto se pone cada
vez peor, a donde conduce lo que acabamos de de-
mostrar. Por ahora, conviene tomar nota de una co-
sa en la que el lector seguramente reparara. En esta
demostracién, como en la mayoria de las que dare-
mos mas adelante, se procede por esa técnica de
demostracidn que los légicos llaman reduccion al ab-
surdo. ¢Qué significa el que al nivel de lo infinito
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casi todas las pruebas sean por reduccion al absur-
do? En esencia, una prueba por absurdo consiste en
negar lo que se quiere demostrar y, partiendo de esa
negacion, desembocar en el absurdo. Desde el punto
de vista légico, es una técnica perfectamente legiti-
ma, a pesar de que quien estd razonando por absur-
do va en busca de una contradiccion, de una false-
dad, y no de una verdad.

Creo que este método de raciocinio es particu-
larmente apto, y desde luego frecuente, en la inves-
tigacion del infinito, porque a esas alturas las verda-
des son totalmente distintas de las terrestres. La ma-
yoria, como habrad comprobado el lector, son curio-
sas, raras, desconcertantes. No podriamos reconocer-

las. Estamos demasiado habituados al mundo, al cuer-
po, a lo finito. Las falsedades, en cambio, son las
mismas. Son los mismos absurdos. Todo esto indepen-
dientemente de la observacién de Pascal de que la
naturaleza miserable y corrupta del ser humano lo
dispone mejor para la mentira y el error que para la
verdad.
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Vil

LA FUERZA DEL INFINITO

Para motivar el tema de este capitulo, vamos a
iniciarlo presentando un conjunto infinito que no es
enumerable, esto es, un conjunto innumerable, por-
que asi se les va a llamar a todos aquellos que no
son enumerables, es decir, que no son coordinables

ni con los naturales ni con parte alguna de los natu-
rales.

Estad claro que todo conjunto innumerable es in-
finito, pues no es coordinable con ninguna parte de
los naturales, ni en consecuencia con aquellas partes
Ilamadas segmentos iniciales débiles. Para demostrar
la innumerabilidad de un conjunto, hay que probar,
pues, dos cosas. Primero, que es infinito. Segundo,
que no es coordinable con el conjunto de los natu-
rales.

Considérese nuevamente N, el conjunto de los
nlimeros naturales, y llamémosle P(N) al conjunto
de todas las partes posibles de N. Asi, por ejemplo,
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el conjunto de los pares naturales, el de los impares
naturales, el de los primos, el de los cuadrados per-
fectos, etc. . ., son todos partes de N, y en conse-
cuencia elementos de P(N)., P(N), pues, es un con-
junto cuyos elementos son a su vez conjuntos, es
decir, es un conjunto de conjuntos. Vamos a demos-
trar que P(N) es innumerable. Después veremos
otros conjuntos innumerables menos artificiales que
éste.

Desde luego, P(N) es infinito, porque contiene
una parte infinita enumerable, a saber, aquella parte
cuyos elementos son las partes de N que contienen
un solo elemento, es decir, un solo nimero natural.
De estas partes unitarias, (asi se las llama), hay tan-
tas como nUmeros naturales, luego el conjunto de
todas ellas, que es parte de P(N), es coordinable
con N, y en consecuencia infinito enumerable. En
virtud de un teorema del capitulo anterior, P(N),
gque como vemos contiene una parte infinita enume-
rable, es infinita.

Ahora hay que demostrar que P(N) no es infini-
to enumerable. Esto es un poco més delicado. Razo-
nando nuevamente por absurdo, supdngase lo con-
trario de lo que queremos demostrar. Es decir, su-
pongase que P(N) sies infinito enumerable, coordina-
ble con N. Esto significa que sus elementos, partes
de N, pueden ponerse en fila india, asi:
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Ci. C2, C3. C4, C5, Ce,
Donde cada C es un parte de los naturales.

Ahora reparese en un detalle; ElI nimero 1
puede o no, no lo sabemos ni nos importa saberlo
ser elemento de Ci. Lo mismo pasa con el 2, que
puede o no ser elemento de C2, y asi en genera
para todo numero natural.

Construimos ahora una parte D de ndmeros na-
turales del siguiente modo. Incluimosel L en D si y
s6lo si 1 no estd en Ci; incluimos el 2 en D si sélo
si no es miembro de Cg. etc. . . En general, D con-

tiene al natural n si y sélo si Cj* no lo contiene.

Obviamente, D es parte de los naturales, pero D es
diferente de cada C. Es diferente de C* porque sélo

uno de los dos conjuntos contiene al 1, y difieren,
por lo menos, en ese detalle. Por la misma razén, D
es diferente de Cj y en general de todo C. Con
esto hemos llegado a una contradiccion y en con-
secuencia al final de la prueba. Efectivamente, por
un lado se ha dicho que todas las partes de N estan
en fila india: C* Cj, C3,....cccce.... y por otro lado,
tenemos una parte D que no estd en esa fila. Luego
la hipdtesis de que podemos enumerar todas las par-
tes de N es falsa. Luego es verdad que P(N) no es
infinito enumerable. Pero es infinito. Luego es in-
numerable.
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Como P(A) y P(B) son coordinables si Ay B
lo son, el resultado anterior puede generalizarse para
cualquier conjunto infinito enumerable: El conjunto
de sus partes posibles es innumerable.

Y ahora que ya sabemos que hay mas de una
clase de infinito, el enumerable y el innumerable, y
ante la posibilidad de que entre los innumerables se
puedan distinguir diversas clases, como sera efectiva-
mente el caso, es conveniente introducir aqui unare-
lacién que ordene los conjuntos infinitos. Con los
finitos no hay problema, pues los podemos ordenar
segln su tamafio, es decir, segin el ndmero (finito)
de elementos que contiene. Pero como sabemos que
ser menor o ser mas grande son relaciones que no
funcionan al nivel de lo infinito, hay que buscarse
otra relacién. Cantor encontré una muy fecunda,
que le llamo6 fuerza o dominacién. Se le define asi:
Un conjunto A es mas fuerte que uno B, o A domi-
na a B, si B es coordinable con una parte de A.

Témese nota de que se ha hablado de conjuntos
cualquiera A, B, finitos o infinitos, y de que al nivel
de lo finito la relacion de fuerza coincide plenamen-
te con la grandeza. Efectivamente, si A y B son
conjuntos finitos, y A es mas fuerte que B, eso
equivale a decir que A es mas grande que B, pues
sOlo siéndolo puede B ser coordinable con una parte
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de A. Por ejemplo, dos manos son mas fuertes que
una, la dominan, porque una mano es coordinable
con una parte de las dos, Pero el concepto de fuer-
za, a diferencia de la grandeza, sigue funcionando, y
hasta mejor, en los niveles infinitos. Por ejemplo, P(N)
es mas fuerte que N, pues en la demostracion
anterior vimos que N es coordinable con una parte
de P(N). Y podemos ya sospechar que vamos a
encontrar conjuntos auin mas fuertes que P(N).

Un primer resultado muy natural de esta defini-
cion es que todo conjunto domina cualquiera de sus
partes. En efecto, si A es un conjunto cualquieray
A’ una de sus partes, como A’ es coordinable con
A, por la reflexividad de la coordinabilidad. A’es
coordinable con una parte de A, luego A domina a A’

Otro resultado inmediato y también muy natural
de la definicién es que todo conjunto infinito es
mas fuerte que uno finito. En efecto, cualquier con-
junto finito es coordinable con una parte de los
naturales segmento inicial débil, y esa parte es
coordinable con una parte del infinito enumerable
que todo conjunto infinito contiene.

Otro resultado menos natural, pero que sin em-
bargo esperabamos, es éste: Todo conjunto infinito
es mas fuerte que si mismo, se auto—domina, pues-
to que un conjunto infinito es coordinable con una
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parte suya. Esto significa que, al nivel de lo infinito,
la relacion de fuerza es reflexiva.

También es transitiva, (pero esto también al nivel
de lo finito), porque si A es mas fuerte que B,y B
més fuerte que C, A es mas fuerte que C. La razon
de esto es la transitividad de la coordinabilidad, por-
que si C es coordinable con una parte de B, y B es
coordinable con una parte de A, C es coordinable
con una parte de A.

La relacién no es simétrica, en ninguno de los
dos niveles, porque si A es mas fuerte que B, eso no
implica que B sea mas fuerte que A. Pero hay algo
muy obvio que podemos inferir, al nivel de lo infini-
to, cuando A es mas fuerte que B y B mas fuerte
que A. Se ve claro que en este caso Ay B van a
tener la misma fuerza, lo que equivale a decir que
serén coordinables. La demostracion de este teorema
es una de las cosas mas bellas y elegantes que hay
en la matematica y la légica. Aunque lo vamos a
necesitar dos veces solamente en los capitulos si-
guientes, puesto que estamos pasando muy por enci-
ma de la teoria del infinito, es imposible resistir la
tentacion de exhibir su demostracion. El teorema
lleva el nombre de Shréder y Bernstein y se enuncia
asi: Si dos conjuntos se dominan uno al otro, en-
tonces son coordinables. La demostracion procede
as:
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Supdngase que tenemos dos conjuntos, A y B,
que se dominan uno al otro. Queremos demostrar
que, bajo esta hipdtesis, los dos conjuntos son
coordinables. Por supuesto, A y B son infinitos,
puesto que de otra forma no podrian dominarse re-
ciprocamente.

Si A domina a B, B es coordinable con una
parte de A. Si B domina a A, A es coordinable con
una parte de B. El siguiente diagrama, en donde se
le llama A’ a la parte de A coordinable con B,y B’
a la parte de B coordinable con A, ilustra grafica-
mente esta doble coordinabilidad:

li---- )

>

Fijémonos primero en la coordinabilidad de A
con la parte B' de B. Todo elemento de A esta
asociado con un elemento Unico de B’. A este ele-
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ment6 de B’ lo vamos a considerar “hijo” del ele-
mento de A con el cual se le asocia, y que es su
“padre”. Esto significa que todos los elementos de
A son padres de un hijo Unico en B’. Ahora repéarese
en que hay elementos en B que no son hijos de
ningun elemento de A. Son los “huérfanos” en B
que ocupan el rectangulo debajo del de B’.

Lo correspondiente pasa si nos fijamos ahora en
la coordinabilidad de B con A’ y le llamamos pa-
dre de un elemento de A’ al elemento B con el cual
se asocia y corresponde. Por supuesto, también en A
hay huérfanos. En general, todos los elementos, tan-
to los de A como los de B, son padres de un hijo
Unico, pero no todos los elementos de A ni los de B
son hijos de algln padre.

Ademas, dado un elemento de A o de B, deci-
mos que su hijo, y el hijo de su hijo, y el hijo del
hijo de su hijo, etc........... son sus “descendientes™.
Un elemento de A, en consecuencia, tendra descen-
dientes tanto en A como en B. Y lo mismo un
elemento de B.

Ahora dividimos A en tres compartimentos:
A™ Aj, Aj, como aparece en el siguiente diagrama:
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Al

Incluimos en todos los elementos de A que son
huérfanos en A o descendientes en A de algin huér-
fano en A. En Ay, ponemos todos los elementos de
A que son descendientes de algin huérfano en B,y
en Aj ponemos los elementos de A que no tienen
un primer padre original, es decir, aquellos elemen-
tos de A cuyos ascendientes son infinitos. La exis-
tencia de estos elementos con genealogia infinita es
perfectamente posible por el carécter infinito de A.

Hacemos lo correspondiente como B, pero ubi-
cando los compartimientos, para mayor facilidad
gréfica, con el orden que se indica en el siguiente
diagrama:

A B
Ai B:
B,
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Ahora demostramos que y son coordina-
bles. En efecto, para cada elemento de A huérfano

de A o descendiente en A de un huérfano en A,
existe un hijo Gnico en B, (como en general para
todo elemento de A). Pero los hijos de los elemen-
tos de A" van a estar todos en B* puesto que éste

es el compartimento de los descendientes en B de

los elementos en A™ Luego, para cada elemento en

A™ existe un elemento Unico en B™ Y reciproca-
mente, por definicibn misma de B", para cada ele-

mento suyo existe un padre Unico en A* Luego AM
y B son coordinables.

Por exactamente las mismas razones, Bj, es
coordinable con A*. Es el mismo raciocinio que el
anterior, s6lo que partiendo de la acera de enfrente.

Por dltimo, demostramos que Aj y Bj son

coordinables. Si un elemento de A es miembro de
Aj, eso indica que sus antecesores son infinitos. Lue-

go sus descendientes, y en particular los que estan
en B, tienen también infinitos antecesores. Esto im-
plica que para cada elemento de Aj, existe un hijo

Unico suyo en Bj Y reciprocamente, si un elemento
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de B es miembro de Bj eso quiere decir que sus
antecesores son infinitos, luego por fuerza debe te-
ner un padre cuyos antecesores sean también infini-
tos. Este padre, claro estd, pertenece a Aj Aj y Bj
son por tanto coordinables.

Sumando estos tres resultados, tenemos que A y
B son coordinables. Y eso es lo que habia que de-
mostrar.

Es una pena no estar en condiciones de mostrar
cuan poderoso es el teorema de Shrdder y
Bernstein. Tiene, fuera de su extraordinaria belleza,
una gran aplicacion en esos casos, tan frecuentes, en
gue queremos demostrar la coordinabilidad de dos
conjuntos sin hallar la forma de parear sus elemen-
tos para establecer la correspondencia de uno a uno
que necesitamos. Basta encontrar, entonces, la prue-
ba de que se dominan mutuamente para que el teo-
rema de Shroder y Bernstein garantice la coordinabi-
lidad buscada.

Por ejemplo, considérese la siguiente figura:
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Vemos que el segmento EA es mas fuerte que el
segmento DB, porque DB es coordinable con una
parte, JG, de EA. Pero igualmente el segmento DB
es mas fuerte que EA, porque EA es coordinable
con una parte, IH, de DB. En consecuencia, en vir-
tud de Shroder y Bernstein, EA y DB son coordina-
bles. (La razén por la que EA es coordinable con
IH, y DB con JG, es la misma que aparece en el
segundo ejemplo al principio del capitulo IlI).
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Repérese en que, en el caso infinito, la reciproca
del teorema de Shrédery Bernstein es también ver-
dadera: Si dos conjuntos son infinitos y coordina-
bles, entonces se dominan mutuamente. En efecto,
si A 'y B son dos conjuntos infinitos y coordinables,
B es coordinable con una parte suya B’, porque es
infinito. Luego, por la transitividad de la coordinabi-
lidad, A es coordinable con B’. Luego B domina a
A. Por otra parte, como A es infinito, es coordina-
ble con una parte suya A’. Luego B es coordinable
con A’ Luego A domina a B. Es decir, que es per-
fectamente posible que un conjunto domine a otro
y sin embargo ser tan fuerte como él, esto es, coordi-
nable con él. En definitiva, que un conjunto puede
dominar o ser mas fuerte que otro tan fuerte como
él mismo. Es el caso que tenemos cuando dos con-
juntos son infinitos y coordinables; se dominan mu-
tuamente, segun acabamos de demostrar.

Como conviene mucho poder eliminar este caso,
definimos la dominacién o fuerza estricta. Diremos
gue un conjunto es estrictamente mas fuerte que
otro, 0o que lo domina estrictamente, cuando el se-
gundo es coordinable con una parte del primero, y
no son coordinables. O, méas llanamente, cuando el
primero es mas fuerte o domina al segundo, pero no
son coordinables. O, también, cuando el primero do-
mina al segundo, pero el segundo no domina al pri-
mero.
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En el capitulo anterior, por ejemplo, teniamos
que P(N) no s6lo domina a N, sino que lo domina
estrictamente. Por supuesto, ningln conjunto, ni si-
quiera uno infinito, se domina estrictamente a si
mismo, aunque se domine a si mismo.

Ya veremos cémo podremos subir, de infinito en
infinito, en donde cada uno es estrictamente mas
fuerte que el anterior, por los infinitos pisos del
infinito.
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VIH

NUMEROQOS INFINITOS

Desde un principio hemos hablado de “cantida-
des infinitas”, entendiendo tacitamente que una can-
tidad es infinita cuando corresponde al numero de
elementos de un conjunto infinito. No hay circulari-
dad en esto, porque recuérdese que se ha definido
lo infinito sin echar mano al concepto de numero.
En este capitulo vamos a formalizar un poco esta
idea de nimero. Nuestro propdsito principal es, cla-
ro esta, el de poder hablar de ndmeros infinitos.

El problema consiste en dar una definicion de
ndmero que, sin contradecir la nocién que ya tene-
mos de nimero natural con la que manipulamos los
conjuntos finitos, pueda también hacerse cargo de
los conjuntos infinitos. A esta clase de nimero se le
Ilama nGmero cardinal y viene a ser una extensién al
infinito de los numeros naturales, todos los cuales
son finitos.
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Hay varias formas de definir nimero cardinal.
La que empled el propio Cantor es sin duda la méas
facil y la que mas se asemeja al proceso psicolégico
en el que el nifio genera la nocién de ndmero, pero
seguramente no es la mas rica desde el punto de
vista de la I6gica. Ya hemos indicado cémo la logica
y la psicologia estdn ordenadas generalmente en sen-
tido opuesto.

En todo caso, la definicién de Cantor es ésta;
Nimero cardinal es lo que queda cuando, dado un
conjunto cualquiera, prescindimos de la naturaleza
de los objetos que lo constituyen como también del
orden en que nos son dados. Por ejemplo, el niUme-
ro cardinal de mi mano, considerada como un con-
junto de dedos, es cinco, pues ésa es la idea que
queda en mi cuando, al cabo de un doble proceso
de abstraccion, prescindo de la naturaleza y del or-
den de sus dedos. De igual suerte, el nimero cardi-
nal de una docena de naranjas es 12.

Reparese en que dos conjuntos pueden ser total-
mente diferentes y tener el mismo namero cardinal.
Basta que sean coordinables. Por ejemplo, una doce-
na de pufales, una docena de atomos y una docena
de galaxias, tienen el mismo cardinal, 12, que la
docena de naranjas. Porque no se considera la natu-
raleza de los elementos del conjunto. Y repéarese
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también que los naturales coinciden con los cardina-
les finitos: el producto de la doble abstracciéon sobre
un conjunto finito. Por esta razon, los cardinales
finitos se los escribe y llama con el mismo nombre
de los naturales: 1, 2, 3, 4, ... .

Cada numero cardinal finito puede ser definido
en particular en términos de un natural. El cardinal
12, por ejemplo, como el resultado de la doble abs-
traccion de un conjunto con 12 (ndmero natural)
elementos. Pero también, y esto es mucho mas ele-
gante, podemos definir los cardinales finitos sin ne-
cesidad de conocer ni echar mano a los naturales.
Primero definimos el cardinal 1 asi: El resultado de
la doble abstraccién sobre un conjunto tal que con-
tiene algun elemento, y tal que si contiene cualquier
otro, ambos son iguales. Esta definicion solo requie-
re de los conceptos légicos: algin, cualquier, igual.
Después de todo, de alguna parte hay que partir. Lo
interesante es que no se esta partiendo de la nocién
de nimero natural.

Definido el 1, el 2 es méas facil: Es el cardinal
obtenido de dos conjuntos diferentes ambos con
cardinal 1. Caso de que nos moleste el “dos” de
“dos conjuntos™, podemos definirlo asi: 2 es el car-
dinal de un conjunto que contiene algin elemento
X, algin elemento vy, diferentes entre si, y tal que si
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contiene cualquier otro elemento z, X - z 0 y=.
Aqui también sélo se ha echado mano a los con-
ceptos l6gicos anteriores, mas el de diferente, que se
lo define como no-igual.

El 3 ahora es el cardinal de la union de dos
conjuntos diferentes totalmente, uno de los cuales
tiene cardinal 1 y el otro cardinal 2, ambos de los
cuales han sido ya definidos. Siguiendo este mismo
hilo se obtienen el 4, 5, 6,.........

Para definir el cardinal 0, que por lo general no
se lo considera natural, hay que partir del conjunto
vacio. Hemos dicho el conjunto vacio y no un con-
junto vacio porque solamente existe uno. Efectiva-
mente, razonando también aqui por absurdo, si exis-
tieran dos conjuntos vacios diferentes, algo tendria
que tener el uno que no lo tenga el otro, puesto
que son diferentes. Pero esto es absurdo, porque un
conjunto vacio no tiene nada. Luego hay solamente
uno. El cero, entonces, es el cardinal del conjunto

vacio.

Es cierto que esta nocién de conjunto vacio mo-
lesta un poco, y sin embargo nadie se extrafia cuan-
do al ir a sacar un cigarrillo de la cajetilla resulta
que se acabaron. Incluso un nifio entiende cuando
se le dice que ya no hay pastillas, que el frasco esta
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vacio. La idea de la nada es otra tan interesante
como la del infinito. Justamente, las dos se dan cita
en el momento mas solemne de todos, el de la
muerte.

Por otra parte, en el extremo opuesto, dado un
conjunto infinito, el cardinal que se abstrae de él se
llama cardinal infinito. Por ejemplo, supdngase que
nos es dado el conjunto infinito N. Hacemos abs-
traccién de la naturaleza de los nimeros naturales y
del orden en que nos son dados, y el resultado es
un nimero cardinal infinito. A este nimero Cantor le
llam6 aleph-cero. si hos molesta el recurrir a los natu-
rales para concebirlo, podemos obtenerlo de cualquier
otro conjunto que sea infinito enumerable, porque
todo conjunto infinito enumerable tiene como cardi-
nal aleph-cero. Esto, por definicion de aleph-cero.

Pero hay otros nimeros cardinales infinitos. Por
ejemplo el de P(N). Al cardinal o potencia, (es otro
nombre para cardinal), de este conjunto de conjun-
tos, le vamos a llamar, con un poco de atrevimiento,
aleph-uno. Después veremos por qué es un atrevi-
miento llamarlo asi.

Antes de seguir mas adelante tratando a los car-
dinales, veamos otra definicion, mas corriente que la
de Cantor, de namero cardinal. Es la que se debe a
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Frege y que, aunque parece muy artificial, goza de
la aceptacion de la mayoria de los Idgicos y mate-
maticos. Dice asi: El nimero cardinal o potencia de
un conjunto es la coleccion de todos los conjuntos
coordinables con el conjunto dado. Por ejemplo:
Reunamos mentalmente todos los conjuntos coordi-
nables con mi mano. Conjuntos coordinables con mi
mano hay infinitos. Pues bien, esa super-coleccion
de colecciones es lo que se llama 5. Ya advertimos
que la definicion del modestisimo numero 5 es ca-
paz de asustar al mas valiente. Para los efectos del
nivel en el que estamos desplegando la teoria del
infinito, es indiferente la definicién que decidamos
adoptar. Ambas son equivalentes e igualmente
validas. E igualmente peligrosas, segin veremos al
final.

Ahora queremos ordenar estos cardinales que ya
tenemos. Porque el orden no es solamente condicion
necesaria para poder movernos entre las cosas, tam-
bién lo es para la belleza, la elegancia de lo que se
piensa. Lo desordenado, lo caético, por encima de
todo, es feo.

Con respecto a los cardinales finitos, no hay nin-
gin problema en ordenarlos, y en ordenarlos bien.
Sencillamente les imponemos el orden que tienen
sus homénimos naturales, poniendo al 0 en primer
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lugar. Pero esta relacién de orden que ordena a los
naturales, y a los cardinales finitos, no funciona con
ndmeros infinitos. Por ejemplo, yo sé que el 3 viene
antes del 7, (podemos concebir al 3 y al 7 como
cardinales o como naturales, da lo mismo), porque
puedo restarle 3 al 7. Pero, ;qué viene antes,
aleph-cero o aleph-uno? Claro esta, queremos pen-
sar que aleph-cero viene antes. (Cémo justificamos
racionalmente esta preferencia? No puede ser con el
mismo criterio que usamos para los nameros finitos
porque, segun advertimos en el momento oportuno,
la operacion de la resta no funciona en el nivel infi-
nito. Unas veces sale un resultado y otras veces sale
otro, y asi no hay manera de definir una operacion.

No queda méas remedio que introducir otra rela-
cion de orden para cardinales que pueda funcionar
en los dos niveles. Se trata de una relacion muy
andloga a la ya comentada de la fuerza o domina-
cién para conjuntos. Tan analoga, que se va a llamar
y se va a leer de la misma manera: Diremos que un
cardinal es mas fuerte que otro, si el conjunto carac-
teristico que tiene como cardinal al primero es més
fuerte que el conjunto caracteristico que tiene al
segundo como cardinal. No habra confusién. Siem-
pre sabremos, por el contexto, si la fuerza que usa-
mos es la relacién entre conjuntos o entre cardina-
les.
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Por la forma en que se ha definido la fuerza de
un cardinal, deducimos inmediatamente dos cosas.
Primero, que la fuerza de un cardinal finito coincide
plenamente con su tamafio. Es decir, dados dos car-
dinales finitos, el uno es mas fuerte que el otro si y
s6lo si es mas grande.

Segundo, que todos los teoremas del capitulo
anterior sobre la fuerza de conjuntos son igualmente
validos para la fuerza de-cardinales. Esto es: El car-
dinal de un conjunto es siempre mas fuerte que el
de cualquiera de sus partes. Todo cardinal infinito
es mas fuerte que todo cardinal finito. Todo cardi-
nal infinito es mas fuerte que si mismo. Si un cardi-
nal es mas fuerte que otro, y éste mas que un terce-
ro, el primero es més fuerte que el dltimo. Si un
cardinal es méas fuerte que otro, y éste mas fuerte
que el primero, los dos cardinales son iguales,
(Shréder y Bernstein). Si dos cardinales son iguales
e infinitos, entonces cada uno es mas fuerte que el
otro.

Por dltimo, también aqui definimos una relacion
de fuerza estricta: En cardinal es estrictamente mas
fuerte que otro, si es mas fuerte pero diferente. En
consecuencia, ningin cardinal, ni aun uno infinito,
es estrictamente mas fuerte que si mismo.
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Ahora ya podemos decir quién viene antes,
aleph-cero o aleph-uno. Aleph-cero, como queria-
mos. Pero ahora podemos decir por qué: Porque
P(N) es mas fuerte que N. Y como es estrictamente
mas fuerte, segun se demostrd, aleph-uno es estricta-
mente mas fuerte que aleph-cero.

Los cardinales, ahora, aparecen ordenados asi,
conforme aumenta estrictamente su fuerza:

0,1, 2, 3,4, 5,...... ,aleph-cero, aleph-uno . ..
Con esto, hemos dado el primer paso hacia una

aritmética de numeros infinitos, una aritmética de
Dios.
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IX

LO INNOMBRABLE

El encuentro que hemos tenido en un capitulo
anterior con un conjunto innumerable, da pie a una
meditacién de graves consecuencias filosoficas. Y es
ésta: todo nombre es una sucesion finita de letras.
Las letras son s6lo 28 en nuestro alfabeto, pero bas-
tan para que con ellas podamos hacer una cantidad
infinita de nombres, de igual manera que se puede,
por ejemplo, expresar una cantidad infinita de natu-
rales con solo diez digitos. Hay, pues, bastantes
nombres. Pero no los suficientes, porque vamos a
demostrar que existen mas cosas que nombres posi-
bles. Y no s6lo unas cuantas mas, sino que infinita-
mente mas.

La demostracion es bien sencilla: Por muy infi-
nito que sea el conjunto de los nombres posibles,
los podemos ordenar lexicograficamente, como lo
estan en los diccionarios, y esto significa que los

89



podemos enumerar. El orden lexicografico, después
de todo, es igual que el de la fila india. EI namero
de nombres posibles, pues, es aleph-cero: hay una
cantidad infinita de ellos, pero de un infinito enu-
merable. En consecuencia, los conjuntos innumera-
bles, de los que veremos hay una cantidad infinita,
estan llenos de cosas para las cuales no hay nombre
posible.

La situacion no se alivia en lo mas minimo si
admitimos considerar como nombre cualquier expre-
sion linguistica contando como letra el espacio en
blanco. Aunque contaramos con un alfabeto infini-
to, siempre podriamos ordenar en fila india las pala-
bras por orden alfabético, y enseguida enumerarlas;
la parte méas fuerte de los conjuntos innumerables
sera la constituida por elementos inonimados e in-
nombrables. Y nosotros que pensamos que la ma-
yor parte de las cosas tienen varios nombres El
hecho es que la mayoria no tiene, ni puede tener, ni
uno solo siquiera.

Y no es solamente al silencio al que estamos
destinados. Resulta que no puede haber concepto
sin palabra; luego, lo que se ha dicho de la limita-
cion del lenguaje debe también extenderse al alcance
del pensamiento: La mayoria de las cosas son incon-
cebibles. No podemos Ilamarlas ni con el pensamien-
to. Es un silencio total.
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Lo innombrable, lo inconcebible, no lo es como
la cosa en si de Kant, algo méas alld de nuestras
posibilidades, del otro lado de mi, que en el mo-
mento de entrar dentro del radio de accion de mi
conocimiento se disfraza de fenémeno. Ni tampoco
como el Dios de los misticos, incognocible por virtud
propia, por misterio. No. Lo innombrable, lo incon-
cebible, no tiene nada de irracional, no tiene nada
de especial, ninguna naturaleza misteriosa y profun-
da. Sencillamente el mundo es demasiado rico, o,
para decirlo con precision, demasiado fuerte para los
hombres. Los hombres tenemos acceso sélo al nivel
de lo enumerable, nuestro tope es el piso de
aleph-cero. No damos para mas, aunque se nos esti-
re infinitamente.

Antes de lamentarnos, recordemos que es un pi-
so infinito y que por lo mismo no lo agotaremos
nunca. El pensamiento, la ciencia, la cultura en ge-
neral, tiene todo el campo que quiera donde correr,
pero no es mas, ni puede ser mas, que una mera apro-
ximacion a la extraordinariamente rica realidad en la
que somos, pensamos y sentimos. Sdlo la teoria del
materialismo marxista fundamenta esta concepcion
de lo incognocible racional en virtud de la riqueza
del mundo.

Ademés, y esto también hay que decirlo para no
sumirnos en ninguln tipo de pesimismo, la induccién
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infinita, cuya legitimidad se ha demostrado en un
capitulo previo, nos provee de un arma increible; un
instrumento de conocimiento con el que estamos
capacitados para conocer propiedades de estos ele-
mentos incognocibles. No hay contradiccion en esto.
Yo puedo saber que todos los elementos de un con-
junto dado tienen determinada propiedad sin cono-
cer todos los objetos del conjunto.

Kurt Godel, un légico matematico contempora-
neo, ha demostrado algo que estd en estrecha rela-
cién con todo esto. Demostr6 que a toda teoria le
es esencialmente inherente ciertas limitaciones. Por
mucho que avance el hombre hacia la posesion inte-
lectual del mundo, siempre le quedard camino por
recorrer.

La tarea de pensar, pues, y de descubrir, no ter-
minan nunca, ni en consecuencia el oficio de ser
hombre, la penosa y alegre tarea de vivir. Es una
faena infinita que deberia estar encomendada a los
dioses si no fuera porque -y esto se puede demos-
trar— los mismos dioses no podrian hacerla mejor
que nosotros.
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EL GRAN SALTO

Hemos definido una relacion para conjuntos: la
dominacion o fuerza, y una para nimeros cardina-
les. Se ha demostrado que todo conjunto infinito
domina estrictamente a todo conjunto finito, o, lo
que viene a ser lo mismo, que todo numero (cardi-
nal) infinito es estrictamente mas fuerte que uno
finito. Ademas, se demostrd que aleph-uno es es-
trictamente mas fuerte que aleph—cero. Nos pregun-
tamos ahora si existe algin nimero mas fuerte que
aleph-uno, y si existe algo tan poderoso que ni
aleph-uno, cuyo piso ya nos es inaccesible en el
sentido que comentamos en el capitulo anterior, es
capaz de medir su fuerza o riqueza.

Ambas respuestas son afirmativas. Y la primera
de un modo mucho mas general de lo que pregunta-
mos: Dado un numero cardinal cualquiera, finito o
infinito, podemos encontrar otro estrictamente mas
fuerte.
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Para el caso finito, esta afirmacién parece tri-
vial, porque no tengo mas que sumarle 1 a cualquier
numero finito para obtener como resultado un nu-
mero mas grande y en consecuencia estrictamente
mas fuerte. Pero para el caso infinito no tiene nada
de trivial. Por mucho que sume 1, o un millén, o
jalOIOO a un numero infinito, el resultado sigue
siendo ese mismo nudmero infinito. La razén de esto
es que todo conjunto infinito contiene una parte
infinita enumerable, y se demostrdé que un conjunto
infinito enumerable se traga cualquier conjunto fi-
nito sin crecer en absoluto. No sélo, pues, los nime-
ros finitos son infinitos, también lo son los infinitos.

El teorema que demuestra la infinitud de los
ndimeros, finitos e infinitos, se llama teorema de
Cantor. Y realmente se merece el nombre, porque
tiene una demostracion extraordinariamente curiosa
y bella. Ademaés, el teorema no se conforma con
demostrar la existencia de un nimero estrictamente
mas fuerte que uno dado cualquiera, sino que, enci-
ma, nos construye un conjunto caracteristico que
luce a ese cardinal mas fuerte.

El teorema se enuncia asi: Dado un conjunto A
cualquiera, el conjunto de sus partes, P(A), lo do-
mina estrictamente. Y esto, por supuesto, es equiva-
lente a decir que dado un numero cualquiera, cardi-
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nal de un conjunto A, el nimero cardinal de P(A)
es estrictamente mas fuerte que el dado. Las dos
Unicas restricciones del teorema son los casos en que
A tiene un elemento y dos elementos, porque en
esos casos P(A) tiene ningln elemento y dos ele-
mentos respectivamente.

Antes de proceder con la demostracion, témese
nota de que este teorema no es el mismo que ya
probamos, en donde se dice que P(N) es estricta-
mente méas fuerte que N, y en consecuencia que
aleph-uno es estrictamente més fuerte que
aleph-cero. El teorema de Cantor no se restringe a
los coniuntos infinitos enumerables. Es mucho mas
general, se refiere a todo conjunto, enumerable o
innumerable, con las dos excepciones citadas. Ese
teorema anterior, en todo caso, puede tomarse como
un caso particular o aplicacién del de Cantor.

La demostracion procede asi: Primero notamos
que, dado un conjunto A cualquiera, P(A) lo domi-
na. (Reparese en que no hemos dicho que estricta-
mente). La razén por la que P(A) domina a A es
gue A es coordinable con una parte de P(A), a sa-
ber, la parte de P(A) cuyos elementos son las partes
unitarias de A. Obviamente A tiene tafii js partes
unitarias como elementos. S6lo hay que demostrar
gque A no es coordinable con P(A) para poder afir-
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mar que P(A) domina estrictamente a A. Y la de-
mostracion de esto, que es tan obvio, es bastante
sutil. Hay que ir despacio y con cuidado. También
aqui se cumple que la prueba de lo obvio es nota-
blemente dificil, en tanto que la de las cosas “raras”
es muy sencilla.

Razonando, claro estd que por absurdo, supon-
gamos que A y P(A) son coordinables. Vamos a
llegar a una contradiccion, y en ese mismo instante
quedara terminada la prueba.

Si Ay P(A) son coordinables, eso significa que a
cada elemento de A le corresponde un elemento
Gnico de P(A), y reciprocamente. Esto se puede de-
cir asi: a cada elemento de A le corresponde una
parte Unica de A, y reciprocamente. Ahora bien,
dado un elemento de A cualquiera, ese elemento
puede o no pertenecer a la parte de A que le corres-
ponde. Llamémosle B a la parte de A constituida
por todos aquellos elementos de A que no pertene-
cen a la parte que les corresponde.Como B es parte
de A, B es elemento de P(A), y en consecuencia le
corresponde un elemento, que vamos a llamar b, de
A. Ahora nos preguntamos si b pertenece o no a B,
y llegamos al absurdo de que pertenece a B y no
pertenece a B a la vez.
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Efectivamente, si b pertenece a B, como B con-
tiene sblo a los elementos que no pertenecen a las
partes con que se corresponden, y como B es la
parte que se corresponde con b, b no pertenece a B.
Por otra parte, si b no pertenece a B, que es la
parte con que esta asociada, b es de los elementos
que no pertenecen a la parte con que estan asocia-
dos, luego pertenece a B, que es la coleccién de
todos los elementos de A que no pertenecen a la
parte con que estan asociados.

En resumen, uniendo los dos resultados obteni-
dos: si b pertenece a B, entonces b no pertenece a
B, y si b no pertenece a B, entonces b pertenece a
B. Y esto es absurdo, porque equivale, por un cém-
puto légico muy sencillo que podemos intuir, a de-
cir que b pertenece y no pertenece a B.

Con eso queda terminada la prueba, tan extraor-
dinaria en su forma como en su contenido, de que,
dado un objeto A cualquiera, considerado como
conjunto, P(A) lo domina estrictamente. 0, también,
de que dado un numero cardinal cualquiera, el car-
dinal del conjunto que contiene como elementos to-
das las partes posibles de un conjunto con el cardi-
nal dado, es estrictamente més fuerte que él.
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Ahora bien, en el analisis combinatorio se nos
da una férmula para computar el nimero de partes
posibles de un conjunto. Es ésta: 2n-2, donde n es
el nimero de elementos del conjunto cuyas partes
gueremos contar. Por ejemplo, un conjunto con 4
elementos tiene 24 — 2 = 14 partes distintas. Si esos

posibles son:
a, b. c b. c
a. b. d b. d.
a, ¢, d. c, d.
¢, b. d. a.
a, b. b.
a, C. C.
a, d. d.

Las cuatro Ultimas partes son las unitarias.

Reparese en que la formula requiere que el nd-
mero de elementos del conjunto que queremos ana-
lizar en sus diferentes partes tenga mas de un ele-
mento. Un conjunto con un solo elemento no tiene
partes posibles. (Unicamente tendria como parte a
la vacia, pero ya hemos dicho que no queremos
meternos con la nada).
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Con esta férmula y el teorema de Cantor a la
mano, podemos formar siempre, incluso en el nivel
infinito, un ndmero mas fuerte que otro dado. Lo
Unico que hemos de hacer es tomar el dos, o cual-
quier otro namero finito mayor que 1, elevarlo a la
potencia del nimero dado y restarle 2. El resultado,
es lo que demuestra el teorema de Cantor, es es-
trictamente mas fuerte que el numero dado.

En consecuencia, si convenimos en denotar Aq
alph-cero, a alph-uno. tenemos que 270 es
estrictamente mas fuerte que Ao.2Ai estrictamente
mas fuerte que Aj, Ahora bien, se recordara que se
le llam6 Aj al cardinal de P(N), y estamos viendo
que el cardinal de P(N), en virtud de la formula de
arriba, es 2°0, porque Aqg es el cardinal de N. (En
rigor, habria que decir que el cardinal de P(N) es
2-"0 —2, pero como es un nudmero infinito decimos
simplemente 270, puesto que el 2 extra que le esta-
mos regalando no le afiade nada y nos simplifica sin
embargo la férmula). Lueo Ai= 270. Y siguiendo
este mismo hilo de razonamiento, tenemos que A2
=21 A3 =272, .. De esta forma tenemos una
cadena infinita de alephs:

Al, A2, A3, A4, A5, ...

En donde cada uno es estrictamente mas fuerte que
el anterior.
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Ahora se ve por qué deciarnos que ni los dioses
mismos podrian superamos en nombrar, y en con-
secuencia concebir y agotar intelectualmente al uni-
verso entero. Aun cuando contaran ellos con un al-
fabeto infinito, que parece no puede ser mas que
infinito enumerable, y con palabras tan largas que
para decirlas se necesitara de una eternidad (enume-
rable), podrian s6lo nombrar los elementos de los
conjuntos con la fuerza de P(N), es decir Ai. Por-
que cada nombre viene a ser una parte de ese alfa-
beto infinito enumerable, donde hay nombres eter-
nos. Los demas infinitos seguirian llenos de objetos
innombrables. Tales dioses hipotéticos nos ganarian
s6lo por un piso. Como los pisos son infinitos, la
diferencia es perfectamente despreciable.

Y ahora, para terminar, un problema. Y es un
problema muy famoso que acaba de ser resuelto en
estos Ultimos afios. Si n es un ndmero cardinal fini-
to mayor que 2, 2" — 2, es estrictamente mas fuer-
te que n, pero no es el siguiente a n en fuerza.
Entre n y 2"'- 2 puede:, haber muchos nimeros fini-
tos intermedios. Por ejemplo, entre 4 y 24-2=14
hay nueve numeros intermedios. Para buscar el si-
guiente a un namero finito, el sucesor inmediato,
hemos de sumarle 1.
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Eso con respecto a un n finito. ¢Pero cual es la
situacion si el exponente es un ndmero infinito?
Estd claro que Ai es estrictamente mas fuerte que
Ag Yy A2 méas fuerte estrictamente que Ai ,,
etc. . . . Pero, ;como sabremos si Ai es el infinito
siguiente a Aq ? ¢(Es que no puede haber, acaso,
entre Ag y Ai algin cardinal infinito intermedio,
mas fuerte que Ag pero menos que Ai ?

La pregunta puede generalizarse para A" y
Aji + 1 . Cuando Hilbert hizo una lista de los pro-
blemas mas urgentes que habia que resolver, puso
éste encabezando la lista. EI mismo Cantor hizo la
conjetura, la hipétesis, de que no habia infinitos
intermedios entre los alephs. Se le llamo a esta con-
jetura la hipétesis del continuo, porque establecia
que el infinito inmediatamente siguiente a aleph-
cero era aleph-uno, y a aleph-uno se le Ilama tam-
bién, por una razon que vendrd después, la fuerza
del continuo.

La solucién final que tuvo este problema es bas-
tante desconcertante. Resultdé que Cantor no se ha-
bia equivocado en su conjetura, pero tampoco acer-
t6, porque recientemente se ha demostrado, por
Godel y Cohén, que puede pensarse cualquiera de
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las dos cosas: que hay y que no hay infinitos inter-
medios entre los alephs.

La biografia de la hipotesis del continuo es pa-
recida a la tan accidentada de una hipotesis famosa
de Euclides, la del quinto postulado. Al final, en el
siglo XIX, resultd que daba lo mismo considerarla
verdadera que falsa. S6lo que era mas conveniente
considerarla falsa cuando se trataba de construir una
geometria para el macrocosmos. Asi nacieron las
geometrias no-euclideanas.

En estos momentos esta naciendo la matemaética
no-cantoriana, demostrada la independencia de la
conjetura de Cantor. Nadie sabe qué va a pasar. Pe-
ro si las geometrias no-euclideanas fueron un trago
fuerte para muchas personas, hay que sospechar, y
en consecuencia prepararse para ello, que las teorias
no-cantorianas nos van a sacudir y conmover pro-
fundamente.
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X

LO INNUMERABLE

El ejemplo de conjunto innumerable que hemos
dado, P(N), tiene algo de artificial, en el sentido de
que hay que formarlo: reunir en una sola coleccion
todas' las partes posibles de N. Por supuesto, cual-
quier P(A), donde A es infinito enumerable, tiene
el mismo ndmero, aleph-uno, de elementos, pero
adolece de igual defecto. Hay un ejemplo muy bue-
no, en cambio, de conjunto innumerable, que ade-
mas va a dar mucho que decir. Es el conjunto de los
nlimeros reales, que de ahora en adelante denotare-
mos con una R.

A pesar de ser muy corrientes, los ndmeros rea-
les son un poco dificiles de explicar. Quiza la expli-
cacion mas sencilla sea ésta: Recordamos la defini-
cion de numero racional como todo numero re-
presentable en la forma de una fraccién p/q donde
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Py g son enteros y q no es cero. En consecuencia,
son nameros irracionales, si es que los hay, los que
no se pueden escribir asi. No conocemos en este
instante ningln numero irracional. (Sabemos que

por ejemplo, es irracional, pero nos hacemos
los tontos). Vamos a demostrar mas adelante que
nimeros tales, irracionales, existen, y en ndmero in-
finito, sin necesidad de conocer uno. Es decir, sera
una prueba de existencia, como el teorema de Zer-
melo. En matematica, como en teologia, existen
muchas pruebas de esta clase en donde se demuestra
que existen cosas de las que, sin embargo, no cono-
cemos ninguna.

Pues bien, con esto tenemos ya a los reales: sélo
hay que unir los racionales con los irracionales.

Se puede demostrar que todo ndmero.racional
se lo puede expresar con la forma:

a. did3d3d4d6. ' .

Donde a es un entero y d, de las que hay un nime-
ro infinito, un decimal. Estos decimales pueden ser
todos ceros, como por ejemplo 7/1 i=i
7.000000. .. 0 ser ceros a partir de un decimal da-
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do, como por ejemplo 3/2 = 1.500000. ... U otro
nimero cualquiera. Por ejemplo 1/3 -
0.3333333. . . 0 también puede darse el caso que lo
que se repite sea un bloque de numeros, como por
ejemplo 6/7 = 0.857142 857142. ..

En otras palabras, que todo nimero racional, ex-
presado en su forma decimal, puede ser previsto to-
talmente a partir de algin decimal. Como esta pro-
piedad es caracteristica de ellos, los irracionales no
la tienen. Con los irracionales, si es que existen, no
podemos nunca predecir cuales seran los decimales
siguientes aunque se nos dé una sucesion muy larga
de los ya aparecidos. (EI nimero 3.1416. ... es un
famoso irracional que no podemos citar porque esta-
mos fingiendo que no conocemos ninguno). Justa-
mente por esta razén se les llama irracionales. No es
que sean numeros locos. Son tan légicos, tan racio-
nales, como cualquier otro. Lo que acontece es que
para los griegos la palabra logos significaba lenguaje,
nombre, verbo, y estamos viendo que estos nimeros
son ilégicos, en el sentido de que nunca podemos
acabarlos de nombrar, de decir o escribir su nombre.
Con los racionales, aunque tienen una cantidad infi-
nita de decimales, podemos decir; tal entero, tal pri-
mer decimal, tal segundo, etc......... y de alli en ade-
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lante tal. Por ejemplo, el J/2: uno punto cinco, y
de alli en adelante cero. Y esto es lo que no pode-
mos hacer con los irracionales.

En suma, podemos decir que es real todo name-
ro que puede ser expresado con una expansion infi-
nita (enumerable) de decimales, (que se repiten o
no).

Ahora vamos a demostrar que el conjunto de
reales entre el cero y el uno, incluyendo al cero
pero excluyendo al uno, es infinito innumerable. A
este conjunto vamos a llamarle S para economizar
palabras.

En primer lugar, S es infinito, porque contiene
una parte infinita enumerable: el conjunto de racio-
nales

1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6, 1/7,. ..,1/n,....

Ahora sélo hay que probar que no es enumerable.

Razonando por absurdo, suponemos que es enu-
merable y que tenemos enumerados los reales entre
0 y 1. Aunque no sepamos el orden en el que que-
daron, los tendremos en fila india, asf:
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1 0. dii di2 di3 di4 di5
2 0. d2i d22 d23 d24 d25
3 0. dai d32 d33 d34 d3B
4 0. d4i d42 d43 d44 d4B

5 0. d6i d52 dsa d64 dsB

En donde cada d es un decimal. Para llegar al absur-
do s6lo debemos encontrar un real entre el 0y el |
gue no esté en la lista de arriba, porque estamos
suponiendo que la lista esta completa. Y ese real, r,
que viene a destruir la hip6tesis se lo construye de
la siguiente forma: Como primer decimal ponemos
un numero cualquiera diferente del primer decimal
del primer real en la lista. Como segundo decimal,
un nimero cualquiera que sea diferente del segundo
decimal del segundo real. Como tercer decimal, uno
que sea diferente del tercero del tercer real, y del
mismo modo en adelante, siguiendo la diagonal. En
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general, el enésimo decimal del real que construimos
serd diferente del enésimo decimal del enésimo real.
El nGmero real, r, que construimos tendra la forma:
r=20.eie263e4es...

Donde e es diferente de dn, Q2 diferente de d22,
etc...., y en general e” diferente de d*n i

Esto significa que r es diferente del primer real,
porque difiere de él, por lo menos, en su primer
decimal. Es diferente del segundo, porque difiere,
por lo menos, en su segundo decimal. Y en general,
es diferente del enésimo real de la lista, para cual-
quier n, porque difiere, por lo menos, en el enésimo
decimal. Es decir, r es diferente de todos los que
Astan en la lista, y sin embargo r estd entre el 0 y el

Luego la lista no estda completa, puesto que le
falta r, contradiciéndose asi la hipotesis de que la
lista estd completa. Luego la hipotesis es falsa. Lue-
go no es verdad que el conjunto de reales entre 0y
1, S, sea enumerable. Como ya se vié que era infinito,
es innumerable.

Un pequefio detalle que hay que decir, por si
hay algin lector meticuloso, es que admitimos sélo
una Unica representacion decimal para cada real,
descartando por esta razén toda sucesion infinita de
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nueves. Donde haya uno, sustituimos los nueves por
ceros, aumentando en una unidad el decimal ante-
rior a la sucesion. Es decir, que no consideramos,
por ejemplo, 0.499999...., sino sélo 0..500000...
Ambos denotan el mismo nUmero. Esto es con el
propésito de que cada real tenga una sola y Unica
representacion decimal.

Ahora vamos a demostrar que esta parte de los
reales, S, los mayores o iguales que 0 y menores que
1, es coordinable con P(N). Es decir, que su cardi-
nal es aleph-uno. La demostracién, como se ver,
echa mano al teorema de Shrdder y Bernstein.

Cada elemento de P(N) es una parte de N, es
decir un conjunto, finito o infinito, de ndmeros na-
turales. Pues bien, asociamos con cada parte de N
un namero real de S:

0.dj d2 ds d4 ds . ..

En donde dj es 3 si y sélo si 1, el subindice de dj,
pertenece a la parte. Si 1 no es elemento de la parte
de N que consideramos, hacemos que d* sea 5. A
continuacion, d2 es 3 si y solo si 2 es elemento de
la parte. Si no lo es, hacemos que sea 5. Etc.... En
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general, d" es 3 si y s6lo si n pertenece a la parte
que consideramos. De otro modo, es 5. (Cualquier
otro par de numeros, siempre y cuando ninguno de
los dos sea 9, podria realizar aqui el trabajo del 3y
del 5).

Es facil ver que de esta forma tenemos, para
cada parte de N, un real Gnico de S. Por supuesto,
no podremos construir todos los reales de S, pero
€s0 no importa, porque no estamos demostrando la
coordinabilidad de P(N) y S. io que si queda de-
mostrado es que P(N) es coordinable con una parte
de S, y en consecuencia que S es mas fuerte que
P(N).

Demostramos ahora que P(N) es mas fuerte que
S. Pero primero hemos de saber que todo nudmero
puede ser representado con s6lo dos digitos, el 0y
el 1, en lo que se llama el sistema binario, contrapo-
niéndolo asi al sistema decimal que corrientemente
usamos. Las ventajas del sistema decimal se derivan
principalmente del hecho de que tenemos diez de-
dos. Las computadoras, en cambio, que no tienen
dedos, usan el sistema binario.

La siguiente tabla muestra la correspondencia
entre los primeros ocho enteros positivos, expresa-
dos en el sistema decimal y binario respectivamente:
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210 8 1000

3 11
4 100
5 100
6 lio

Con esta informacion a la mano, consideramos
la siguiente correspondencia: A cada real de S, expresa-
do en el sistema binario: 0. di d2 da d4 ds ,. ..

En donde cada d es 1 o 0, le hacemos corresponder
la parte de N que contiene al 1 siy sélo si di es 1.
Contiene al 2 si y s6lo si da es 1. Contiene al 3 siy
solo si da es 1. Etc... En general, le hacemos corres-
ponder la parte de N que contiene todos los n tales
que dn sea 1.

Sélo un numero ofrece dificultad, el 0.00000...
Obviamente, segln el criterio de arriba, la parte de
N que le conesponde es la parte vacia, la nada con
la que no queremos meternos y que se nos ha vuel-
to a colar. El problema, sin embargo, se resuelve
muy sencillamente: Sacamos el 0 de S. Como ya
sabemos que S es infinito, no pasa nada grave qui-
tandole un elemento. Ni siquiera nada trivial, para
nuestros propdsitos.
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Tampoco aqui tenemos una coordinabilidad en-
tre S y P(N). Muchos elementos de P(N) pueden
quedar sin pareja, pero eso no importa, porque nos
basta haber encontrado una coordinabilidad entre S
y una parte de P(N). Esto significa, por definicion,
que P(N) es mas fuerte que S.

Uniendo los dos resultados, el teorema de
Shrdéder y Bernstein nos asegura que Sy P(N) son
coordinables, y en consecuencia que tienen el mis-
mo numero cardinal. Como el de P(N) es aleph-
uno, igualmente lo es el de S.

A la parte S de R se le llama, por ciertas propie-
dades que tiene y con las cuales no queremos meter-
nos aqui, el continuo. Por esta razén se le llama a
aleph-uno la fuerza o potencia del continuo. Puede
que no sea mucha, hablando en términos extremada-
mente relativos, pero su importancia es sélo compa-
rable a la de aleph-cero.
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Xn

LA CASCARA DE NUEZ

En este capitulo hacemos una transicion, muy
suave y natural, del mundo aritmético de los nimeros
reales en el que estabamos, al mundo geométrico de
los puntos. El puente es la famosa correspondencia
que esta en la base de la geometria analitica y que en
la filosofia kantiana hermanaba al espacio (geome-
tria) con el tiempo, (aritmética).

Ambos mundos, el de los nimeros y el de los
puntos, son mundos ideales, mentales, con todo lo
que eso tiene de bueno y de malo. No hay puntos
ni nameros en la naturaleza. Pero los puntos, y lo
que con los puntos puede hacerse, tienen una gran
ventaja sobre los nimeros, y es que se pueden repre-
sentar graficamente, e incluso tactilmente, como
pinchazos de la pluma o del I4piz. Tanto més afila-
dos, mejor la representacion.
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Con puntos podemos hacer lineas, que también
son féacilmente representables como trazos. Con las
lineas podemos hacer figuras, planos, y con las figu-
ras y los planos, cuerpos sélidos y espacios. Hablar
del espacio siempre es interesante. La vivencia que
de él tenemos es s6lo comparable a la del tiempo. Y
seguramente es mas fuerte que la del tiempo, por-
que es en el espacio donde tenemos nuestro cuerpo,
la principal cuchara de la vida.

La correspondencia famosa de la que hablaba-
mos es la que existe entre el conjunto R de los
nimeros reales y la aparentemente sencilla y modes-
ta recta:

Que se supone no termina por ninguno de ambos
lados. Concebida esta recta como un conjunto de
puntos, decidimos que cualquiera de ellos represente
al real O.A una distancia cualquiera del 0 hay un
punto, y a ese punto le llamamos 1. A la misma
distancia del 1, y en el mismo sentido, encontramos
el punto que va a representar al 2, y de este mismo
modo encontramos el 3, el 4, etc... Hacemos lo mis-
mo en el sentido opuesto, encontrando asi los ente-
ros negativos. De este modo logramos representar
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por un punto Unico cada real, porque los racionales
y los irracionales habran quedado, automaticamente,
en un sitio bien determinado.

-3-2-1 0 1 2 3

Lo interesante es que de este modo hemos logra-
do mucho méas que una simple coordinabilidad entre
los puntos de la recta y los nimeros reales; La es-
tructura entera de los reales, y es una estructura bien
compleja, queda reflejada en la recta. Por ejemplo,
“ser mayor que” se traduce o representa por “estar a
la derecha de”. La suma, el producto, todo lo que po-
demos hacer con los reales, puede hacerse igualmente
con los puntos de la recta de modo tal que un simple
diccionario puede traducir todo nuestros conocimien-
tos de los reales a conocimientos sobre puntos. Por
eso mismo, a la recta en cuestion se le llama recta
real. Viene, pues, a ser lo mismo hablar de la recta
real que de R, o hablar de nimeros reales que de
puntos en la recta real, a la que también denotamos
con una R.

Para demostrar que el conjunto de los reales
comprendidos entre el 0 y el 1, y que en este capi-
tulo seguiremos llamando S, es coordinable con R,

115



demostramos, en virtud de esta correspondencia de
la que hablamos, que el segmento de recta:
S
E
0 1
Al que también Ilamamos S, es coordinable con la
recta entera.

Para ello, le quitamos a S nuevamente el punto
0 y la doblamos hasta que forme una semicircunfe-
rencia, de centro 0, que apoyamos tangencialmente

da por la correspondencia de uno a uno que determi-
nan los rayos que uneni el centro O con cada uno de
los puntos de R. En efecto, cada rayo asocia todo
punto p de R con un punto p’ de S, y reciproca-
mente. R, en consecuencia, concebida ahora como el
conjunto de los numeros reales, es infinita y con
cardinal aleph-uno.
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Como sabemos que el conjunto de los racionales
es infinito enumerable, y que los reales son los racio-
nales mas los irracionales, queda automaticamente
demostrado que existen nlmeros irracionales,
aunque no conociéramos ninguno. Y no solo eso,
sino también que el conjunto de los irracionales
tiene la potencia de aleph-uno. Porque si tuviera la
de aleph-cero, como sabemos que la union de dos
conjuntos infinitos enumerables es infinita enumera-
ble, también los reales serian infinito enumerable,
contradiciéndose el resultado al que acabamos de
llegar. Hay,pues, infinitamente m&s ndmeros inacio-
nales que racionales, y esto es muy extrafio, puesto
que casi todos los nimeros con los que tenemos que
habérnosla ordinariamente son racionales. Alguien
ha dicho, contagidndose de la poesia que hay en
todo esto, que si los racionales fuesen puntos bri-
llantes y los irracionales puntitos negros, los raciona-
les se destacarian sobre los irracionales como las es-
trellas sobre el fondo oscuro de la noche.

Lo mismo puede decirse de los nimeros trascen-
dentales, de los que conocemos bien Unicamente
dos, 'Tf y e, base natural este Gltimo de los logarit-
mos: Tienen la potencia de aleph-uno, puesto que se
puede demostrar que los nimeros reales no trascen-
dentales, los llamamdos numeros algebraicos, solu-
cién de una ecuacion algebraica, tienen la potencia
de aleph-cero.
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Cuando Cantor andaba en busca de un infinito
mas fuerte que el del continuo, aleph-uno, se le ocu-
rri6 que podria hallarlo, y es una ocurrencia perfec-
tamente l6gica, en la superficie siguiente, que llama-
remos S2, y que concebimos también como un con-
junto de puntos:

0] S

Obviamente, si en uno sélo de los lados de esta
figura habia una cantidad aleph-uno de puntos, en
la superficie entera tendria que haber muchos mas.
El esfuerzo de Cantor desplegado hacia la busqueda
de la prueba de que S2 y S no eran coordinables,
resulté vano. Pidi6 ayuda. Le contestaron que no
habia por qué demostrar eso, puesto que era eviden-
te. Cantor, sin embargo, consciente de que trabajaba
con un tema en donde habia que guiarse por la
razon y no por la evidencia, siguié insistiendo.
Cuando encontr6 la prueba, no de que no eran
coordinables, sino de que si lo eran, exclama en una
carta a Dedekind: ““Lo veo, y no lo creo”.
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La prueba de esta cosa increible que tanto
conmovié a Cantor, a pesar de que para esa etapa
de sus investigaciones ya debia estar habituado a las
rarezas del infinito, es la siguiente.

Podemos representar cada puntos de S2 por un
par (X, y), donde x e y son puntos de S, como lo
ilustra el diagrama:

meros reales expresados con una expansion infinita
de decimales, podemos hacer la siguiente correspon-
dencia: Asociamos a cada par (x,y) de S, donde

x= 0. did2d3d4d5 ...
y « 0. eie2 63 ede5 . ..

el nimero real z elemento de S:
z — 0. dieid2e2d3. ..
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Y reciprocamente, dado un z elemento de S:

z — 0.did2d3d4d6d6d7d8 .. .
g(z)_demos hallar el par (x,y) que le corresponde en

X = 0.di da da d7
y = 0.d2 d4 dg dg

Se impone aqui un detalle para el lector meticu-
loso. El criterio es impecable para pasar de cada real
de S a un par de reales de S"- Pero no al revés,
porque un real z de S podria tener como pareja un
par de reales en S2 uno de los cuales tiene una
sucesion infinita de nueves. Y se recordara que he-
mos descartado tales expresiones. Por ejemplo, un

z= 0. 11 9294 9893999693...

Da: X = 0. 1999999
y= 0. 1248396

Para evitar esta falla modificamos la parte perti-
nente de la prueba considerando como un bloque
cada decimal 9 junto con todo decimal diferente de
9. Si hay varios nueves seguidos, se los considerara
en el mismo bloque. De este modo, el z de arriba:
z=10.1 1929498 939996 93 . ..
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Da:

X = 0.19298 9996 .. .
y = 0.1949393. ..

Otra forma més elegante de salvar este escollo es
el siguiente: Con cada elemento de S hacemos un
par uniendo en cada caso ese elemento con O. A
esta coleccién de pares la llamamos S’. Es obvio que
S y S’ son coordinables, porque habra tantos ele-
mentos en S como pares en S’ Como S’, por otro
lado, es parte de S2”en virtud de un teorema previo,
S2 es mas fuerte que S’, y en consecuencia que S.
Ahora vamos a demostrar que S es mas fuerte que
S2 para que el teorema de Shréder y Bernstein nos
dé el resultado final. Este segundo paso es bien fa-
cil.

Aprovechamos la parte impecable de la prueba
original para demostrar que puedo unir cada par
(x,y) de S2 “n elemento Unico z de S. Esto nos
dice que S es més fuerte que S2. Si esto nos desa-
grada porque ya sabemos que hemos ocupado todos
los elementos de S, no tenemos mas que afiadirle un
elemento cualquiera a S, o quitarselo a S2, da lo
mismo. Como ambos son infinitos, uno méas o uno
menos ni les afiade nada ni les quita.
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No nos habriamos detenido tanto en esta prueba
si no fuera por la generalizacion sorprendente que
puede hacerse de ella. En efecto, como ya vimos
que S era coordinable con R, este mismo teorema
afirma la coordinabilidad de S2 con R, e igualmente
con R2, que es el plano entero, el espacio entero
bidimensional, con R.

Y lo mismo con el espacio tridimensional, cuyos

puntos pueden concebirse como ternas (x,y,z). Cada
trio de estos puede darnos un ndmero real w, y
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X = 0.di d2 da d4
y - 0.Ci 62 63 64
Z=0fi f2 fs M4 .+,

w =0. di Ci fi d2 62
w =0.di d2 da d4ds. ..

X = 0.di d4d7dio
y = 0.d2 dsdgdii . ..
z = 0.da dgdgdi2 ..

La técnica de demostracion es exacta a la del espa-
cio de dos dimensiones. jTodo el espacio tridimen-
sional es coordinable con el que hay encerrado en
una cascara de nuez! Y éste ultimo con S. Todos
tienen la misma potencia, el mismo cardinal aleph-
uno. Hay tanto espacio dentro de la cascara de una
nuez como en el universo entero. Por supuesto es
un espacio infinito, y de un infinito méas rico que el
enumerable, pero no tanto como aleph-dos, por
ejemplo.

La generalizacién que hemos hecho de dos a tres
dimensiones no tiene por qué detenerse en tres.
Cualquier espacio n dimensional, donde n puede ser,
no digamos 4, cualguier nimero finito por muy
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grande que sea, tiene como cardinal a aleph-uno. n
puede ser, incluso, un ndmero infinito, siempre y
cuando, por razones que saldran después, sea aleph-
cero. ! Hasta un espacio de un numero infinito de
dimensiones cabe dentro de la cascara de una nuez!

Como ya sabemos que la recta real, el plano y el
espacio tridimensional tienen la fuerza de Ai, resul-
ta, por el teorema de Cantor, que el conjunto de
todas las partes de cualquiera de estos espacios,
unidimensional, bidimensional o tridimensional, tie-
ne como cardinal a aleph-dos, A2. La cantidad de
segmentos, pues, o de figuras planas, o cuerpos tri-
dimensionales posibles, tiene una fuerza extraordi-
naria. El repertorio de universos esté increiblemente
bien surtido. Hay una cantidad infinita A2 de obje-
tos espaciales infinitos Ai. Vivimos, o por lo menos
pensamos, y me gustaria decir que sentimos, en un
mundo infinito en el que todo es infinito.

No importa que los fisicos nos digan que el uni-
verso es finito. Estan hablando como agrimensores.
Lo que quieren decirnos es que una recta trazada
indefinidamente, para medirla luego, tarde o tempra-
no regresa al punto de ananque, vapuleada, torcida,
distorcionada por los campos de fuerza que ha teni-
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do que atravesar. Igualmente se ha computado con
precision el numero de electrones que hay en el
universo entero. Es un ndmero miserable de apenas
79 digitos. Nuestro universo serd finito para los agri-
mensores y los contables, pero en una hoja de papel
como en la que en este instante escribo, hay un
espacio infinito innumerable que se lo puede habitar
con una cantidad aleph-dos de cosas.

El alcance de este libro no da para un comenta-
rio mas detallado de aleph-dos. De todos modos, ya
hemos sobrepasado, y ademas infinitamente, el tope
de las posibilidades Optimas de lo humano, el de
aleph-cero. Es suficiente para una mera introduc-
cion. Pero que sepa el lector que hemos pisado sélo
los tres primeros peldafios de una escalera que as-
ciende sin fin.
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Xin

ARITMETICA DE DIOS

Para poder manipular los nimeros infinitos, tres

de los cuales conocemos ya, con la misma soltura
con la que tratamos aritméticamente los nimeros
finitos, debemos ampliar la aritmética conocida. Es-
to implica tener que redefinir la suma y el produc-
to, que son las dos operaciones basicas, de forma tal
que los nameros infinitos tengan cabida sin contra-
decir la aritmética finita. Después de todo, no que-
remos que el precio de poder sumar y multiplicar lo
que en nuestro haber y deber haya de infinito, sea
el no poder hacer la modesta pero importante con-
tabilidad de nuestros centavos, los electrones del sol,
los dias que nos restan y tanta cosa finita con las
cuales tenemos que habérnosla.

La suma, entonces, se la define asi: Sean a y b
dos cardinales cualquiera, finitos o infinitos, cardina-
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les de los conjuntos A y B respectivamente sin nada
en comun entre ellos. Entonces

at+b

es el cardinal del conjunto que resulta de unir A con
B.

Esta claro que, para cualquier cardinal a, b;
ath=b+a
Porque da lo mismo unir A con B que B con A.

Igualmente debe ser obvio que, para todo cardinal
a, b, c

at(b +c)=1(a+ b +tc
Ademas, también conservamos:
at0 = a

Para cualquier cardinal a. Porque se recordara que O
es el cardinal del problemético conjunto vacio, y el
resultado de afadirle nada a algo es el mismo algo
del que partimos.

Hasta aqui, todo es igual con la aritmética cono-
cida. Esta definicion de la suma salva las propieda-
des fundamentales de los cardinales finitos, e intro-
duce, para los infinitos, las siguientes:
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Si a es un cardinal infinito y n uno finito,
atn=a
La razon de esto es que, como se demostrd, todo
conjunto infinito se traga cualquier finito sin alterar-
se. Se ve claro que esta es una generalizacion del
teorema anterior. Y aln puede generalizarse mas
con el siguiente, que damos sin demostracion:

Para cualquier cardinal a, b, uno de los cuales
por lo menos es infinito,
ath =c¢

Donde c es el cardinal mas fuerte de los dos.

Por altimo, se demostré los teoremas de los que
puede inferirse inmediatamente que, en particular
para aleph-cero, Aq y aleph-uno, Aj:

Aq Ag = Ag
Al Al = Al

En este caso, el teorema anterior es una generali-
zacion de éste. Como también lo es del siguiente:
Para cualquier cardinal infinito a.

ata=a
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Un namero infinito cualquiera méas ese namero infi-
nito, es el mismo namero infinito. Y esto aun cuan-
do se repitiera la operacion cualquier ndmero de
veces, finito o incluso infinito. Siempre y cuando
este Gltimo infinito sea a lo sumo de la misma fuer-
za del que se estd sumando. Es decir, para cualquier
ndmero infinito a,

atatatatat+ ...=a
1V
Un namero finito de veces o infinito a lo sumo a.

Esta es una proposicion que deberia gustarle mu-
cho a los tedlogos. En algin capitulo anterior de-
mostramos el caso particular para aleph-cero cuando
probamos que la unién enumerable de conjuntos in-
finitos enumerables, era infinita enumerable.

La demostracion, para un numero finito n de
veces, es muy facil por induccion matemaética si con-
tamos con el teorema previo de que a +a = a,
donde a es un cardinal infinito.

En efecto, para n =1 el teorema es verdad: a =
a. Suponemos ahora que es verdad también para un
numero natural k cualquiera:

ai ta2 tas+. + a*=a
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De aqui se deduce inmediatamente que también es
verdad para el nimero siguiente k + 1. Sélo hay que
sumarle a a los dos mimebros de la ecuacion:

ar+32+33+. +3kt+tatt+1=3+a
Porque esto, en virtud del teorema anterior, da
ai +32+a3 +,. +Hk+i=a

En consecuencia, el teorema es verdad para
cualquier n finito.

El producto, por otra parte, se lo define asi:
Sean a y b dos cardinales cualquiera, finitos o infini-
tos, cardinales de los conjuntos A y B respectiva-
mente. Entonces

a.b
es el cardinal del conjunto cuyos elementos son

todos los pares posibles (x, y) donde x pertenece a
AeyaB.

Asi definido el producto para cardinales, se
puede demostrar, (no lo hacemos aqui), que para
cualquier cardinal a, b. c:

ab = b.a
ar(brc)y=1(arb)c
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al =a
a0 =0

Y ademads, un detalle muy importante para poder
ligar las dos operaciones:
a'(b+c)=a-b+ ac

Las demas propiedades, que solamente
enunciamos, corresponden exactamente a las de la
suma:

Si a es un numero infinito y n finito:

a.n-=za

si ay b son cardinales, uno de los cuales por lo
menos es infinito:
a‘b=c
Donde c es el de mayor fuerza de ambos.

Uniendo este resultado con el correspondiente
de la suma, se tiene algo muy curioso: Si ay b son
dos cardinales, uno de los cuales por lo menos es
infinito, entonces

Es decir, que aparentemente da lo mismo sumar que
multiplicar cuando por lo menos uno de los
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nameros es infinito. Ya veremos que esto es asi s6lo
cuando la operacion se realiza un namero finito de
Veces.

Para aleph cero y aleph wuno, en particular,
tenemos:

"0+ Ao = Ao
Al Al Af

La demostracion de que Aq'Aq = Ag puede
llevarse a cabo probando que el conjunto de todos
los pares posibles de numeros naturales es infinito
enumerable. Y esto se puede probar considerando
cada par (p, q), donde p y g son naturales, como
una fracccién p/g. Como ya se ha demostrado en el
capitulo V que todas las fracciones positivas son
infinito enumerable, la prueba estad terminada.

La demostracion de que Ai . Ai = Ai es
igualmente sencilla. Sabemos que Ai 2"0 Luego

Al » Al =2A0 « 2A0 = 2A0 + Ao = 2A0 = Al
Por una ley conocida de exponentes y el teorema
donde se afirma que Ag + Ag = Ag
Y en general, para cualquier cardinal infinito a:
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a2 =a
También, si a es infinito:
a'— a

Donde n es finito, o infinito pero de una fuerza
estrictamente menor que la de a. Por ejemplo:

Al =2 =2 =2"0 =

En el momento en que n tenga la misma fuerza que
a. la igualdad desaparece, por el teorema de Cantor.
Esta es la razén por la cual la suma y el producto,
infinitamente repetidos, no da el mismo resultado.
Por ejemplo:

<

AqgurfotAo+Aqt. .. =r Agq
J

Aq veces

Pero: An’ Ar, . Ari’ Af = A

A, veces

Igualmente aqui, sobre el teorema 32= a, donde
a es infinito, se puede demostrar por induccion
matematica que a® =a para cualquier n natural. En
efecto, para n =1, ai =a. Por otra parte, es verdad
para un nimero natural k cualquiera:
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ak = a

Entonces es verdad para k+1, (multiplicando por a
ambos miembros):
a’™*a=a =a.azta

No podemos definir la resta ni la division para
cardinales infinitos. Pero ni siquiera al nivel finito
pueden realizarse siempre estas operaciones. Por
ejemplo, no podemos restarle 7 al 3, ni dividir el 7
por el 3. S6lo podemos restar y dividir en los casos
especiales en los que el numero que se resta o0 que
divide es menor o factor, respectivamente, del otro
numero. Por ejemplo, podemos restarle 3 al 7 vy
dividir el 9 por el 3.

Como para cualquier a, b, finitos, a y b son
ambos menores o iguales que a + b y factores de a.b,

ath=c
podemos inferir que  a=:C—b
Y de ab=c¢
si b es diferente de 0, que

a=c/b
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En cambio, esto no es posible con los nimeros
infinitos. Por ejemplo, de

n+ Al = Al
Ao + Al= Al
Al + Al = Al

donde n es finito, se obtendria, respectivamente:

n=AI _ Al
Aq = Al — Al
Al = Al -Al

Que equivale a decir que todo numero finito es

igual a aleph-cero y a aleph-uno, y que los tres son
0. Otro tanto sucede con el producto. De

n.Ai = Al
Agt Al =Al
Al + Ai=Ai
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Se obtendria

n = Al/AI
= AilAj
Al =/Al/Al

Que equivale al absurdo corrcspondienic.

Con los ndmeros finitos, ademas, podemos
siempre simplificar, tanto cn la suma como cn el
producto. Es decir, de

ath=casb

ab=cb

inferimos, respectivamente, ciuc
a=c

Pero no podemos simplificar con los ndmeros
infinitos. Por ejemplo, de

Ag+ Al=n + Al
Ao* -Al = n Al
donde n es un numero finito, el absurdo de que
Ao =n

137



Y estd bien aceptar lo raro, la tercera dimension lo
fue una vez, pero no lo absurdo.

La aritmética infinita es rara, muy extrafia,
pero perfectamente légica, funciona con toda
precision. Y sobre todo, nos deja intacta la
aritmética finita que ya conociamos y que
necesitamos en el mundo, a la vez que nos permite
sacar nuestras cuentas y nuestro balance final en
cualquier asunto, o negocio infinito como le
llamarian los jesuitas, en el que estemos interesados
y en donde la ganancia, y la pérdida, sean infinitas.
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X1V

ZONA MINADA

Hay que reconocer que el camino que hemos
andado, si bien a ratos se volvia dificil, tortuoso y
contra el sentido comun, en todo momento daba la
sensacion de firme y seguro. Esta impresion es falsa.
La hemos tenido (nicamente porque no veiamos
hacia los lados y porque, ya a mas de medio siglo
de Cantor, hay muchos libros que nos guian de la
mano.

Ahora vamos a deshacemos de esa impresion. No
para echar por tierra todo lo que se ha construido,
sino para tomar conciencia de los barrancos légicos,
las trampas y huecos del itinerario y, justamente, no
caer en ellos.

Desde un principio advertimos que para el 16gico
la paradoja no tiene ningln chiste, porque una
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paradoja tiene la forma de una contradiccion, y la
contradiccion, lo veremos mas abajo, es la muerte
inmediata del sistema en el cual aparece. La
teoria del infinito esta llena de paradojas. Justamen-
te, Bolzano, un tedlogo matematico checoslovaco,
predecesor de Cantor en estas investigaciones, publi-
c6 todo un libro sobre ellas llamado Las paradojas
del Infinito.

En este capitulo vamos a ver algunas de ellas y
sefialaremos apenas el hilo que habria que seguir
para considerarlas solamente paradojas, es decir,
contradicciones aparentes y no contradicciones
auténticas. De ser esto Gltimo, la teoria entera del
infinito se descalabra.

Una contradiccién no es solamente una falsedad,
es mucho peor, es un céncer que malea al sistema
entero en el que surge. Basta una contradiccién en
un sistema, por muy trivial y juguetona que
aparente ser, para que el sistema entero pierda
automaticamente sentido, porque absolutamente
todo, indiscriminadamente, se hace demostrable.

Esto se puede probar asi; Supongamos que un
sistema afirma, contradictoriamente, que es verdad p
y no-p, donde p es una proposicion cualquiera.
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Entonces, si p es verdad, es igualmente verdad la
proposicién compuesta p o ¢, donde g es una
proposicion cualquiera. Porque una disyuncion es
verdadera cuando alguno de sus términos, en este
caso p, es verdadero. Ahora bien, como sabemos por
otra parte que también no-p es verdad, p es falso. Y
si p es falso y ya sabemos que p o q es verdad,
podemos concluir en que g es verdad. Porque si una
disyuncién es cierta y uno de sus términos, p. es
falso, el otro término, g, debe ser por fuerza
verdadero. En resumen, partiendo de una
contradicciéon cualquiera p y no-p, se puede
demostrar que es verdad g, una proposicion
cualquiera. Es decir, una contradiccion lo implica
todo. Un sistema con una contradiccién puede
demostrarlo todo, por muy absurdo y ridiculo que
sea, Y no tiene, por tanto, sentido. No sirve.

Con esta terrible advertencia, veamos algunas de
las paradojas del infinito. En primer lugar, la célebre
de Russell. Es una de las méas graves porque esta en
la base de todo: nada menos que en la mismisima
nocion de conjunto, que ya mas diafana no puede
ser.

Un conjunto puede ser miembro de si mismo y
puede no serlo. Por ejemplo, el conjunto de las
ideas abstractas es una idea abstracta, y en
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consecuencia miembro del conjunto de las ideas
abstractas, es decir, de si mismo Por otra parte, el
conjunto de los granos de arena de una playa no es
un grano de arena de esa playa, luego no es
elemento de si mismo.

Como casi todos los conjuntos son de esta Ulti-
ma clase, vamos a llamarles ordinarios. Sera ordina-
rio, pues, todo conjunto que no sea elemento de si
mismo. En cambio, llamémosle no-ordinarios, o ex-
traordinarios, después de todo son los mas raros, a
los conjuntos que si se contienen a si mismos. Es
decir, a los de la primera clase. El conjunto de las
ideas abstractas, pues, es un conjunto extraordina-
rio. pero el conjunto de los granos de arena de una
playa es ordinario. Es obvio que todo conjunto va a
pertenecer a una de estas dos clases.

Todo hace sospechar que la paradoja va a surgir
del lado de los conjuntos extraordinarios. No es asi.
El problema esta con los ordinarios. Efectivamente,
reunamoslos a todos mentalmente y tendremos el
conjunto de todos los conjuntos ordinarios.
Llamémosle 0. Y ahora, para tropezamos de bruces
con la paradoja, nos preguntamos si 0 es ordinario o
extraordinario. Resulta que es las dos coasas a la
vez, lo cual es imposible.
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En efecto, si 0 es ordinario, pertenece a 0,
porque todo conjunto ordinario pertenece a 0. Pero
si 0 pertenece a 0, O pertenece a si mismo, y en
consecuencia es extraordinario. En resumen, si 0 es
ordinario, entonces es extraordinario.

Por otra parte, si 0 es extraordinario, 0
pertenece a si mismo y en consecuencia a 0, pero
dentro de 0 sdlo hay conjuntos ordinarios, luego 0
es ordinario. En resumen, si 0 es extraordinario,
entonces es ordinario.

Estos dos resultados se pueden sintetizar en la
proposicion: 0 es ordinario si y sélo si es
extraordinario. Y esto es equivalente a decir que 0
es ordinario y extraordinario a la vez. Lo cual es
contradictorio.

Lo grave de esta paradoja es que no se ha
empleado en el camino a ella ningln raciocinio
complejo ni nocion complicada al amparo de los
cuales se haya colado el error. Y sin embargo, el
error se ha colado. De no ser este el caso,
tendriamos no una paradoja sino una contradiccion.
iY una contradiccion en la base no solo de la teoria
del infinito sino en la de toda la matemética
moderna, que descansa en la nocién de conjunto!
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Las tres siguientes paradojas contradicen todas el
teorema de Cantor. La primera atenta, al igual que
la que acabamos de presentar, contra la nocion de
conjunto de todos los conjuntos. La segunda, contra
la definicion de ndmero cardinal que da Cantor. Y
la tercera, contra la definicién de Frege. Por todos
lados hay problema.

Un forma sencilla de presentar la primera es
ésta. Es obvio que el conjunto de todos los
conjuntos tiene el cardinal mas fuerte de todos. Sin
embargo, el teorema de Cantor demuestra que existe
un cardinal estrictamente mas fuerte que ése, a
saber, el del conjunto de todas las partes del
conjunto de todos los conjuntos.

Otra forma de presentar esta paradoja es ésta.
Llamémosle C al conjunto de todos los conjuntos.
Toda parte de C es un conjunto, y en consecuencia,
elemento de C. Esto equivale a decir que todo
elemento de P(C) es un elemento de C. En
consecuencia. P(C) es parte de C. Se demostrd
oportunamente que si un conjunto es parte de otro,
entonces es mas débil que él. Luego, P(C) es més
débil que C. Pero el teorema de Cantor dice que
P(C) es estrictamente mas fuerte que C, y estas dos
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afirmaciones se contradicen. La nocién de conjunto
de todos los conjuntos conduce, pues, a una
contradiccién con el teorema de Cantor.

Recordemos la definicién de namero cardinal de
Cantor como el resultado de un proceso de doble
abstraccion sobre un conjunto caracteristico, y
veamos como nos lleva igualmente a una
contradiccion con el teorema de Cantor.

Consideremos el conjunto de todos los
cardinales. Para cada uno de estos cardinales existe
un conjunto caracteristico del cual hemos abstraido
el cardinal correspondiente. Podemos considerar que
estos conjuntos no tienen nada en comdn sin perder
generalidad. Los unimos todos para formar un
conjunto y le llamamos A a esta union. Es obvio
que el cardin™ de A es la suma de todos los
cardinales. Formamos ahora P(A) y abstraemos su
cardinal. Este cardinal es menos fuerte que el de A,
porque el de A es la suma de todos. El teorema de
Cantor, sin embargo, afirma que el cardinal de P(A)
es estrictamente mas fuerte que el de A.

Por dltimo, y ésta es la mas dificil, veamos
cdmo tampoco se salva la definicion de Frege.
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Recordamos que para Frege el nimero cardinal de
un conjunto era el conjunto de todos los conjuntos
coordinables con él.

Sea A un conjunto cualquiera y a su cardinal, es
decir, a es el conjunto de todos los conjuntos
coordinables con A. Como a es un conjunto,
formamos Pfa). Llamémosle x, vy, z,...., a los
elementos de P(a). Y ahora unimos cada elemento
de A con X, para formar un conjunto, que llamamos
AX. de pares. Lo mismo hacemos con vy, z
W,....... de P(a), para formar Ay, Az, A",. . cada
uno de los cuales es coordinable con A. Reunimos
todos estos conjuntos como Ax en una coleccién,
que llamaremos F. F es coordinable con P(a), pues
hay tantas A con subindice como subindices.
Luego, el cardinal de F es igual al cardinal de P(a).
Como todos los elementos de F son coordinables
con A, todos los elementos de F son elementos
también de a, que es la coleccion de todos los
conjuntos coordinables con A. Luego, F es parte de
a. Luego el cardinal de F es menos fuerte que el
cardinal de a, es decir, que el cardinal del cardinal
de A. Como ya vimos que el cardinal de F es igual

al cardinal de P(a), el cardinal de P(a) es menos
fuerte que el cardinal de a, contradiciéndose
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nuevamente el teorema de Cantor, que afirma que el
cardinal de P(a) es estrictamente mas fuerte que a.

Hay varias formas de declarar ilegitimos todos
estos raciocinios , y en consecuencia valida la teoria
contra cuyos cimientos atenta, lin general, consisten
en no considerar como conjuntos ciertas
colecciones, como la coleccion de todos los
conjuntos, 0 en establecer ciertas restricciones,
como la de que un conjunto no pueda ser elemento
de si mismo. Todas estas formas de saneamiento son
dificiles y requieren un gran esfuerzo que los l6gicos
y los matematicos han preferido no regatear antes
de privarse de una de las teorias mas bellas de todos
los tiempos. Por esta razon, y para que el lector se
sienta en la necesidad de perseguir el tema en libros
mas serios que éste, no hay mejor forma de
concluirlo que dejandolo inconcluso, asi,
abruptamente, en la mitad del peligro de que se le
desplome la morada infinita en la que hay que
suponer comenzaba a habituarse y a “prepararse”
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XV

CANTOR

Un breve epilogo para Georg Cantor. Nace en
1845 en San Petersburgo, de padre danés y madre
rusa. Su vida, sin embargo, transcurre en alemania.

A los treinta afios de edad descubre la pista que
habia de conducirlo a la creacion de la teoria de
conjuntos y en particular de los conjuntos infinitos.
S6lo por su teoria de conjuntos, que resultd ser la
base, el fundamento de la matematica, tendria el
puesto que ocupa en la cultura mundial.
Actualmente, nociones de esta teoria se dan ya
desde la escuela primaria, pues se considera que es
la via mas clara y la mas cénsona con la esencia de
la matematica.

Cantor se resiste al principio a publicar sus des-
cubrimientos con relacién al infinito. Era ir contra
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genios tan grandes como Gauss, que habia dicho
que el infinito no era mas que “una mera forma de
hablar”. Pero, mas amigo de la verdad que de Pla-
tén, termina por publicar sus papeles que son recibi-
dos con el repudio natural. Particularmente
Kronecker, que domina los niveles universitarios, se
encarniza vilmente contra teoria tan audaz, y Can-
tor debe ver frustradas sus justas aspiraciones a una
catedra en la universidad de Berlin.

El hombre a quien le debemos la Unica idea cla-

ra del infinito, y en consecuencia la posibilidad de
pensarlo y de vivirlo, muere loco en el afio de 1918.
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CAPITULO PRIMERO

COORDINABILIDAD E INFINITUD

Definicion 1.— (Coordinabilidad)
1-1
Sobre

X 3 X ->Y

Proposicion 1.—
La coordinabilidad es una relacion de equiva-
lencia:
a) Xz™"X
b) X Y =>Y XzX
c) (XzxY AYn"Z)

(@ por la aplicacién idéntica, (b) porque la
inversa de una biyeccion es una biyeccién. (c) por-
gue la composicién de biyecciones es biyeccion.

Proposicion 2.—

Xz YAXNz’*0AYnzZ=0)=>
XUZ x¥nZ
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Como X Y, M X Y. La aplicacion

g:X uZ -*Y UZ definida de la siguiente forma, es una
biyeccion: |, , _ T I(x) si x6.X
"VITXIsSIxXN.

Proposicion 3.—

La coordinabilidad es compatible con el pro-
ducto cartesiano:

Ay Y =XZ R, YZ

Como X 17V, Y,3f:X-~~1 AY  a aplicacion
g: XZ------- >YZ definida de la siguiente forma, es
una hiyeccion: g(x,z) =(y, z) =(f(x), 1.).

Observacion:

La coordinabilidad es compatible con el pro-
ducto cartesiano y con la union, cn el caso de que
se cumpla la condicién de la proposicion 2. Pero no
es compatible ni con la intersecciéon ni con la dife-
rencia simétrica, porque Z puede intcrsectar uno de
los conjuntos mas profundamente que el otro.

Proposicion 4.—
XY z\,YX

Se deriva de la existencia de la simetria cano-
nica S, que es biyeccién y que se define: S(x, y) =
vy, x)
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Definicion 2.— (Infinito)
X es infinito o X'CX, X' X, X

Definicion 3.— (Finito)
X es finito X no es infinito.
Proposicion 5.-

IN es infinito.
Considérese P = -~xgIN: 3y£IN,x = 2yJ

Es decir, el conjunto de los pares positivos. La apli-
cacion f. IN--------- >P, f(x) = 2x, es una biyeccion.
Como PCIN y P ~IN, IN es infinito.

Observacion:

Hay una infinidad de formas diferentes de
probar la infinitud de IN: f(x) = x* f(x) = x + n,
n=>1 etc ..

Definicion 4.- (Finito ordinario)

X es finito ordinario (X=0)v3 nelN, X

'\/'s(n)), donde s es la aplicaciéon segmento inicial
débil definida asf;

IN 'P(in)
~s(n) = IN X

Definicién 5.- (Infinito ordinario)
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X es infinito ordinario o X no es finito ordi-
nario.

Proposicion 6.-
Todo conjunto coordinable con un conjunto

infinito es infinito. Considérese el siguiente diagra-
ma;

Donde h = i/X" . h . g . f-i es biyeccion
porque es composicién de biyecciones.

Proposicién 7.-

Todo conjunto infinito contiene estrictamente
una cantidad infinita de partes infinitas.

Sea X un conjunto infinito. Por definicion,
contiene estrictamente una parte Xj con la cual es
coordinable y que por la proposicion anterior es in-
finita. En consecuencia, Xj contiene a su vez una
parte estricta X2 con la cual es coordinable y que
por la proposicion anterior es infinita. Etc. .. .El
conjunto {Xj, X2, X3, ....} de partes estrictas
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de X, todas ellas infinitas, es coordinable con IN, y
en consecuencia infinito.

Proposicion 8.—

Ningln segmento inicial débil de los naturales
es coordinable con una parte estricta suya. Esto es:
z~gnelN, Xn) A, s(n)’, donde Xn) es parte
estricta de Xn). Lo vamos a demostrar, por induc-
cion matematica, en su forma equivalente: v ne IN,
Xn)™M s(n)’

La proposicién es verdadera para nts 0, porque
XO0) = f o]y su Unica parte estricta es <, coordina-
ble sélo consigo mismo. Supongamos que k satisface
la proposicién. Es decir: XL) GpXKk)' Y, para razo-
nar por absurdo, que k + 1 no la satisface, esto es,
que Xk + 1) 'XzXk * 1)’ Entonces, existe una biyec-
cion f:

Xk +1): 1 2 k k+!
| I |
Xk+1)y f0) f() )  f(k) f(k 1)

f(k + 1) puede o no ser igual a k + 1. Si lo fuera,
basta suprimir los dos términos, k + 1 y f(k + 1)
para quedar con una biyeccion entre Xk) y XKk)’,
contradiciéndose la hipotesis de induccion. Si algun
otro elemento de Xk * O’ friese k + 1, podemos
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cambiarlo de puesto con f(k + 1) y hacer la supre-
sién. Si ningdn elemento de s(k + 1) es k + 1, eso
quiere decir que todos sus elementos lo son de s(k),
y podemos hacer la supresiéon sin perder la inclu-
sion. En definitiva, podemos eliminar conjuntamente
k +1 de”k + 1)y fCk + 1) de s(k + 1)’ de modo tal
qgue k + 1, si es que es elemento de "SCk + 1)’ quede
también eliminado, lograndose la coordinabilidad en-
tre Xh) y XKk)*. contradiciéndose la hipétesis.

Esta proposicién puede también ser formulada
asi: Ningun segmento inicial débil de los naturales
es infinito.

Proposicion 9,—

IN es infinito ordinario.

Si fuese finito ordinario seria coordinable con
un segmento inicial débil de los naturales. Como IN
es infinito, este segmento también lo seria, por
la proposicion 6, contradiciéndose la proposicion
aiiterior.

Proposicion 10.-

Si un conjunto es infinito, es infinito ordina-
rio.

Sea X un conjunto infinito. X es finito ordi-
nario o infinito ordinario. Si es finito ordinario, es
coordinable con un segmento inicial débil de los na-
turales, que por la proposicién 6 seria infinito, con-
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tradiciéndose la proposicion anterior. Luego es infi-
nito ordinario.

Proposiciéon 11.—

Si un conjunto es infinito ordinario es infini-

to.
Sea X un conjunto infinito ordinario, y

f;jJ(X) - { 0 J—>X la funcidn electiva que elige
de cada parte un elemento.

f(X) = xo
fOX-{x0J )=xi
fX -fXo)-[xiJ)=X2

Xk

fx  1707- [xij- [xa] -. . . -[xk-i])

V nélN, f(X - fXo xnj) = ()

porque si no lo fuera X seria coordinable con”™n +
1), y en consecuencia finito ordinario, contradicién-
dose la hipoétesis.

Por induccion matematica podemos afirmar
que el conjunto X' C X de los elementos elegidos es
coordinable con IN. X' =j Xo, Xj, X2,,.. =
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f xeX: 3 ne INjX = Xn f. Definimos ahora una
biyeccion g:X------ >X - { Xoj, de la siguiente for-

ma: o
gx) = Xn+isi XGX
g(x)=x
Como X es parte estricta de X, X es
infinito.

Repérese en que X puede tener més elementos
que X'y en consecuencia que el conjunto de los
naturales.

Observacion:

Las dos proposiciones anteriores pueden resu-
mirse en la siguiente:

Un conjunto es infinito si y solo si es infinito
ordinario. Y en onsecuencia es finito si y solo si es
finito ordinario. Esta equivalencia nos permite traba-
jar con la nocién que en determinado momento nos
convenga mas.

Proposicion 12.—

Todo conjunto que contiene un conjunto infi-
nito es infinito. Toda parte de un conjunto finito es
finito.
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Sea X C Y y X infinito. Luego X no es coor-
dinable con ningin segmento inicial débil de los na-
turales. Luego tampoco lo es Y, y eso lo hace infini-
to. Por contraposicion , si Y es finito también lo es
X.
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CAPITULO SEGUNDO
INFINITUD ENUMERABLE

Definicion j.—(Enumerable e infinito enumera-
ble)

Todo conjunto coordinable con una parte de
IN se llama enumerable Si en particular es coordina-
ble con IN, se llama infinito enumerable.

Observacion;

Todo conjunto infinito enumerable es infinito.
Porque IN es infinito y por proposicion previa sabe-
mos que si un conjunto es coordinable con uno infi-
nito, es infinito.

Proposicion 1.—

El conjunto de los ndmeros primos es infinito
enumerable.

La prueba de esta proposicion se debe a Eucli-
des y se la lleva a cabo, por reduccion al absurdo,
con la nocién de infinito ordinario.
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Supongamos que P, el conjunto de los pri-
mos, sea finito ordinario. Entonces P, que pode-
mos suponer ordenado de menor a mayor, es
coordinable con un segmento inicial débil de los
naturales T(k). ElI primo Pk, correspondiente al
nimero natural k del segmento, es mayor que
todos los demas. Formamos el nimero A = 2
¢ 3 ¢« 5« ... 7 pk ¢ 1 que por ser mayor
que todo primo es compuesto. Descomponemos
A en sus factores primos. Sea p un factor de

A. Entonces:

_2'3’5-... .pk+l 2.3.5., »Pk

Alp 1/p

Esta fraccion deja siempre el residuo 1/p, por-
que en el primer término del binomio se sim-
plifica por p. Luego A no es multiplo de p, y
esto contradice el que p sea factor de A.

Proposicion 2.—

El conjunto de los enteros es infini-
to enumerable.

En efecto, la aplicacién f:iIN 2
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SI X es par
f(x) =
Lerl— Sl X es impar
Es una biyeccion.

Proposicion 3.—

El conjunto/ij de los racionales es infinito enu-
merable.

Considérese la aplicacion f:Q—>IN,
f(P/<l)= /p/* g no es ni suryectiva ni inyectiva:
OglIN no es imagen de ningln racional. Por otra
parte, los racionales -1/4, 1/4, -2/3, 2/3, -3/2,
3/2, —4, 4, tienen la misma imagen 5.

Los conjuntos f—i (n), n 0, constituyen una
participacion de d? y cada uno de ellos es finito.
Por ejemplo, f—i(l) = {01 ], f-i(2)= ( 1/,
-1/1 5, fi-i (3)= (\n, -\12, 21\, -2I\ }
Ahora podemos ordenar cada uno de estos conjun-
tos en razon al tamafio del natural del cual son
imagen por f—i. Y cada uno de estos conjuntos lo
podemos ordenar internamente, poniendo primero el
negativo, de acuerdo a su valor absoluto. Es decir,
tendremos la sucesion: -1/2, 1/2, -2, 2, -1/3, 1/3,
-3, 3,-1/4, 1/4, -2/3, 2/3, ...
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Proposicion 4 —

El conjunto de los nimeros algebraicos es infi-
nito enumerable.

Un numero algebraico es la raiz de una ecua-
cion:

ajixn + +an-2XN"2+, v+ 32x2 + a0 —q

Donde an,an-i,i . . . , a06"™, n£IN e

Definimos como altura h de una ecuacion al-
gebraica:

h=n+t+an+an-i *an-2 +.,.+32 +ai + a0

Ahora bien, para cada altura h existe un nu-
mero finito de ecuaciones algebraicas y para cada
ecuacion algebraica de grado n, existen alo sumo n
raices. Ordenamos estas raices, nimeros algebraicos,
de la siguiente forma:

Atendemos primero las raices de las ecuacio-
nes de menor altura, entre éstas, las que lo son de
ecuaciones de menor grado, entre éstas, las que son
menores. Caso de ser imaginarias, atendemos prime-
ro las que tienen menor parte real. Caso de que
tengan igual parte real, atendemos las que tengan
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menor parte imaginaria. De esta forma podemos for-
mar una sucesion de los nameros algebraicos.

Observacion;

Los numeros racionales son sélo una parte
“pequefa” de los algebraicos, porque todo racional
puede ser generado como raiz de una ecuacion alge-
braica de primer grado: gx — p = 0, donde p,

g # 0. Porque de esta ecuacion se obtiene
X—p/q que es la forma de todo racional.

Ecuaciones algebraicas de segundo grado, es
decir, para n= 2, tienen como raices nimeros irra-
cionales e imaginarios. Por ejemplo, la ecuacién x2
— 2=0 tiene como raiz el irracional iH. La ecua-
cién x2 — 2x + 2 = 0 tiene como solucién ! + i, que
es imaginario. Igualmente x2 + | =0.

Proposicion 5.—

Existe una familia infinita enumerable de
partes estrictas de IN, disjuntas dos a dos, cada una
de las cuales es infinita enumerable y cuya union de
todas es infinita enumerable.

Considérese la familia (An)n6.IN definida asi:
Ao= xIN :X=0VXesimpar -70,1,3,5,7,
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Ai="x"IN:g y € Ao - £0j ,x =2yJ =£2,6, 10,

A2=-" xcINLIy™ Ai,x=2y|="4, 12,20,28,. J

Cada An es infinito enumerable y parte estric-
ta de IN. Todos son disjuntos dos a dos y la unién,
infinita enumerable, de todos, es IN, que es infinito
enumerable.

Proposicién 6.-

La uni6n de una familia infinita enumerable
de conjuntos infinitos enumerables, es infinita enu-
merable.

Sea (Xn) n IN familia infinita enume-
rable tal que V n < IN, Xp es infinito enumerable.
Sea (An) n e IN la familia de partes de IN que
considerabamos en la proposicion anterior. Como V
n IN, An y Xn son infinitos enumerables, existe
una biyeccion fn-' An------ *1 Xn porque ambos son
coordinables con IN y la coordinabilidad es transiti-
va. Entonces, la aplicacion f definida asi;
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IN --m-mmmmeee- U Xn, V Xx€ IN,f(xX)=fn(x)
cuando X An, es una biyeccién. No importa que
(Xn) nfe IN sea o no disjunta dos a dos.

Observacion:

La union finita de conjuntos infinitos enume-
rables es infinita enumerable.

Podemos coordinar uno de los conjuntos con
el de los pares positivos y otro con el de los impares
positivos, puesto que sabemos que ambos son infini-
tos enumerables. Su unién estd autométicamente
coordinada con el conjunto de los naturales. Esto se
puede generalizar, por induccién matemaética, para
cualquier nimero finito de conjuntos.

Proposicion 7 —
El producto cartesiano de dos conjuntos infi-
nitos enumerables es infinito enumerable.

Sean X e Y dos conjuntos infinitos enumera-
bles. Su producto cartesiano XY se puede escribir:

XY =UX.jy))
yfey '
Como X es infinito enumerable, cada X {yj
lo es, porque tiene tantos elementos como X. Pues-
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to que Y es igualmente infinito enumerable, tene-
mos una unién infinita enumerable de conjuntos in-
finitos enumerables, que por la proposicion anterior
sabemos es infinita enumerable.

Proposicion 8.—

Todo conjunto infinito contiene una parte in-
finita enumerable.

Ver la proposicion 8 del capitulo primero. El
conjunto X' es infinito enumerable.

Proposicion 9.—
Si un conjunto contiene una parte infinita
enumerable, es infinito.

En efecto, sea X' C X y X' infinito enumera-
ble. Podemos considerar s6lo el caso de la inclusion
estricta, porque si X' = X, X es infinito enumerable
y en consecuencia infinito. No habria nada méas que
demostrar.

Como X' es infinito enumerable, es infinito, y
en consecuencia ordinariamente infinito. Luego X’
10 es finito ordinario. Esto significa que no existe
ningdn s(n) coordinable como X' por muy grande
que sea n. En consecuencia, tampoco puede existir
ninguno coordinable con X, que contiene més ele-
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mentos que X’. Luego X no es finito ordinario, lue-
go es infinito ordinario, luego es infinito.

Observacion;

Las dos proposiciones anteriores pueden sinte-
tizarse en la siguiente;

Un conjunto es infinito si y solo si contiene
una parte infinita enumerable.

Proposicion 10.—

Si Y C Xy Y es infiriito enumerable, entonces
si X — Y es infinito, X =Y X

Sea X infinito, Y C X, Y infinito enumerable
y X = Y infinito. Hay que demostrar que X - Y
X.

Como X - Y es infinito, X -Y,Z
infinito enumerable. Construimos (X -Y) - Z, que
puede ser vacio, y tenemos que X =Y UZ U ((X
- Y) - Z). Ahora bien, Y UZ es infinito enumera-
ble, porque ambos conjuntos lo son, en consecuen-
cia Y U Z Xy Z, por transitividad. En consecuencia
X Z U ((X=Y)—=2). Lacondicién de ser disjun-
tos esta satisfecha en este caso por tratarse de una
particiéon. Pero ZU ((X -Y) - 2Z2)=X - Y. Por
tanto X %Xy X - .
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El siguiente esquema resume toda la demostra-
cion:

X = U u >=X-Y
(X-Y)-Z~X-Y)-Z_"

Proposicion 11.—

SiY C X,y Y es infinito enumerable y X Z
Y, entonces X — Y X '

Sea Y C X, Y infinito enumerable y \
Supongamos que X — Y sea finito. Entonves (X -
Y) UY Y. Porque la union de un conjunto finito
y uno infinito enumerable es infinito enumerable.
Es suficiente considerar primero el conjunto finito.
El conjunto de los nimeros naturales a partir de
cualquier natural dado es infinito enumerable. Pero
(X = Y) UY =X. En consecuencia (X —Y) UY
X.Luego, por transitividad, X Y. Hemos demos-
trado que X - Y es finito =>X Y. Como sabemos
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que, por hipdtesis, X Y, por modus tollens se
puede deducir que X - Y es infinito. Y entonces,
por la proposicién anterior. X - Y  X.

Definicion 2.— (Innumerabilidad)

Todo conjunto infinito que no sea infinito
enumerable se llama innumerable.

Proposicion 12.-
y~(iN) es innumerable

Desde luego es infinito, porque contiene una
parte infinita enumerable, a saber, la compuesta por
las partes unitarias de IN, de las que hay tantas
como naturales. So6lo hay que demostrar, entonces,
gue no es infinito enumerable.

Supongamos que lo fuese. Entonces (IN) =
{xo, Xi, X2, .. ~Construimos un conjunto X C
IN asi: X = IngIN . n™"Xn} Es decir.
OeX O™Xq, ! 6 X o 1."Xj, etc.
porque OS™M(™IN)y en consecuencia le corresponde
un indice que por supuesto O no contiene. Por otra
parte, nfe IN X Xn por la forma como se
ha construido X, y esto contradice la hipétesis de
gue hemos enumerado las partes de IN.
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Observacion:

Si un conjunto X es innumerable y es coordi-
nable con un conjunto Y, Y es innumerable.

Efectivamente, si no son suficientes los natura-
les para enumerar a X, y Y tiene tantos elementos
como Y, tampoco se puede enumerar a Y.

Proposicion 13.—

Si un conjunto X es infinito enumera-
ble, I*X) es innumerable.

En efecto, sea X un conjunto infinito enume-
rable. Esto implica que 3 f-X--—--—--- 5>IN, f biyec-
cion. Y esto a su vez implica que f, la extension de
f a las partes de X, también es biyeccion. Es decir,

P (><)-----(IN). Como 7~(IN) es innumera-
ble, también lo es j~(X).
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CAPITULO TERCERO

DOMINACION, CARDINALES Y PRECEDENCIA

Definicién 1.— (Dominacidn)
X<Y«=>3Y CY, X Y!
Una definicién alterna es;

Xa>Y o X----- >Y, f inyeccion.
La dominacion estricta:

X<Y «»(XMYy\ X

Proposicion 1.—

La dominacién es un pre—orden.

La funcion idéntica garantiza la reflexividad y
la composicién de biyecciones la transitividad,
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Proposicion 2.— (Bernstein)
X ™MY/N\ Y< X)»* XY

Sea, pues, X Y y Y~X. Esto significa
que 3Y CY, X Y, 3BX C X, Y <vX’. Vamos

a demostrar que X' fy, X, porque con ese resultado
y la transitivitividad obtenemos el teorema que bus-
camos.

Como Y es coordinable con X', Y’ C Y es
coordinable con una parte X” de X. Luego, por
transitividad, X ~><”’. Ademas, tenemos que X” C
X' C X. Ahora se va a demostrar una cosa que pare-
ce muy obvia, a saber, que si un conjunto X es
coordinable con un parte suya X, entonces tam-
bién es coordinable con todo X' entre X y X”. La
prueba puede limitarse a la inclusion estricta, por-
que en el caso de ser iguales la transitividad de la
igualdad termina la prueba.

Llamémosle A= X”, B=X —X"C =X - X’
Con esta nueva notacion, lo que hay que demostrar
esquuAUB AUBUC.

Consideremos el siguiente diagrama:
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En cada caso An = h(An-i), donde h es la
biyeccién entre X y X”. Lo mismo Bn y Cn- Ade-
mas:

A=A.IU Bi UCi
Ai=A2 UB2 UC2

An=An+l1 UBn+1 Cn +V

En donde n, Ag, Bn, Cn son disjuntos
porque forman una particion de An-i. Ademas:
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A WAL X? A2 'X/Aa 'X/.. .
B 'x? Bi x> B2 XyB3
C Xy Cl 'XyC2 Xy C3 Xy
Sea Da = ri Ai Como esta interseccion

i <S I
es infinita, puede estar vacia.

AUBJC =DaUB oCU Bi UC'iU

B2 UC2 UB3 UC3 uU...

A UB=Da UB UCi U Bi uC2 uB2 U

C3UB3 UC4 U ...

Considerando ambos miembros derechos de las

dos ecuaciones de arriba, vemos que son coordina-
bles, porque lo son término a término, ya que Cn
Cn+i, y porque la coordinabilidad es compatible
con la unién en el caso, que aqui se cumple, de ser
los conjuntos disjuntos. En consecuencia de lo ante-
rior AUB UC”™A UB,Yy la prueba esta termi-
nada.
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Proposicion 3.—
X CY =X
Es inmediata por la funcién idéntica.

Proposicion 4,- (Cantor)

X< "R X)

La aplicacion f:X--——- NEA(X), I/x€:X, f(X)
= "X es inyeccién. Luego XC~(X). Solo
gueda por demostrar que no son coordinables.

Supongamos que lo fuesen, entonces 3 ¢:X
1-1 ——Definimos un conjunto B de los ele-
Sobre /
mentos de X que no pertenecen a su imagen: B =
jx fe X: X porque como (I)«;
(X) debe existir una x X tal que g(x) =0y X¢
Como B (X), b X, g(b) = B. Nos
preguntamos ahora si b pertenece o no a la imagen
con la que esta asociada, y resulta lo siguiente. Si b
pertenece a su imagen, es decir, b <€ g(b), entonces
b B, por definicién de B. Pero como la imagen de
b es B, esto significa que b g(b). En resumen, si
b pertenece a su imagen, entonces be no pertenece a
su imagen, lo que es equivalente a decir que b no
pertenece a su imagen.

181



Supongamos ahora que b no pertenece a su ima-
gen, es decir, b¢g(b). Entonces bé.B, por defini-
cién de B. Pero B es la imagen de b, luego b ~g(b).
En resumen, si b no pertenece a su imagen, enton-
ces b pertenece a su imagen, lo que equivale a decir
que b pertenece a su imagen. Con esto hemos pro-
bado que b pertenece y no pertenece a su imagen,
lo cual es un absurdo que termina la prueba.

Definicién 2.— (NGmero cardinal)

Se llama ndmero cardinal, o potencia, o fuerza
de un conjunto X, a la claseJe los conjuntos
coordinables con X. Se le denota X.

Definiciéon 3.— (lgualdad para cardinales)

X=Y<>X

Observacion:

Los cardinales finitos pueden presentarse asi:

0=0
= W\
2 ~ I {<"D
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; ke, {4)}

Definicion 4.— (Precedencia para cardinales)
<Y o XY

La precedencia estricta:

Observacion:

Al nivel de lo finito, esta relacién coincide
con la usual de “menor o igual que”.

Proposicion 5.-
La precedencia para cardinales es un orden.

La reflexividad y la transitividad son inmedia-
tas a partir de la definiciéon. La antisimetria se deri-
va del teorema de Bernstein.

Proposicion 6.—
XCY
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De la proposicién 3.

Proposicion 7 —

Del teorema de Cantor.
Definicién 5.- (Aleph-cero)

Ko

Aleph-cero, pues es el conjunto de todos los
conjuntos infinitos enumerables. Como sabemos que
todo conjunto infinito contiene una parte infinita
enumerable, Sq precede a cualquier nimero infini-
to. De los nimeros infinitos, es el primero.
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CAPITULO CUARTO
INFINITUD INNUMERABLE

Proposicion 1.—

El conjunto de los reales en el intervalo] 0, 1]
es innumerable.

La sucesion 1/2, 1/3, 1/4, .. es parte del
segmento e infinita enumerable, luego el segmento
es infinito. Sélo hay que demostrar que no es enu-
merable.

Para razonar por absurdo, supongamos que lo
sea. Como cada real puede ser expresado en una
expansion infinita de decimales de una forma Unica,
(descartando toda sucesion infinita de 9), todos los
elementos de] 0, 1[ apareceran enumerados asi:

1 0.D11D12D13D14D15 . ..

2 0'D2iD22D23D24D25. . .
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3 0.DsiD321733734135' +
4 0.D41 D42D43D44D45. . .

5 0.D51D52D53D54D55. ..

En donde cada D es un natural de 0 a 9. Construi-
mos ahora un ndmero real r, 0 <r<< 1, asi:

r=0.3x323334 . ..

Tal que aj Du. En consecuencia r es diferente del
primer real en la lista porque difiere de él al menos
en su primer decimal. Es diferente del segundo por-
que difiere de él al menos en su segundo decimal.
En general, es diferente del real que aparece en la
enésima fila porque difiere de él al menos en el
enésimo decimal. Luego r no esté en la lista, contra-
diciéndose la hipdtesis de que todos los elementos
de] 0, 1] estan enumerados.

Proposiciéon 2.—
10, L [XI[O, 1 1NAz[ab]'xJab["\,IR

SeaA=[0,1]-lo, 1,1/2,1/3,1/4,.. }
=70,1 [-jI/2,1/3,1/4,...]
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Entonces, [ 0,1 ]= {o, 1,1/2,1/3,1/4,.. .3JUAY]
O,I[ ={1/2,1/3, 1/4,1/5,...} UA
Considérese ahora la aplicaciéon f: [0,1] -------

—]1 0,1 [ definida del siguiente modo:

1/2 six =0
siX=1/n,donden€ IN- 0}

xsix*O  x:A/n,n™ IN— Q)

Es decir,

{o. 1 \2, I3, \I4, .~UA
I I | | i
/2, 1/3, 1/5, 1/6, ...) UA

Esta funcion es una biyeccion. Luego [ 0,1 ]'V-]0,11. .

Demostramos ahora que [0,1 ]'X/ [ a, b],
a,b€IR,a;Eb.
Para esto considérese la aplicacion f: [ 0,1 ] —
[ a, b ] definida asi:
fx)=a+(b-a)X
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f es obviamente inyectiva. Pero también e

suryectiva, porque \/y [ a, b], yAn

b, y y - a g Porque para ser menor qui
b -a

0, y tendria que ser menor que a. Por otr,

parte y - a Porque para ser menor qu(
T —-a ™

1, y tendria que ser mayor que b. Luego 0

-B-:g"" 1. Es decir, 3 b-a’ X€

[0,1] PeroX —"shy=a+(b—a)x.

En consecuencia, f es biyeccion.

La misma funcion sirve para demostrar que
10, 1] XI'] a, b [. Efectivamente, s6lo se ha
prescindido de los dos extremos de ambos conjun-
tos, que se corresponden.

Se puede ver, geométricamente, que ]a, b [
Xy /R ; Forcemos el segmento ja, b[ hasta
transformarlo en una semi-circunferencia de centro
¢, y la apoyamos tangencialmente en //~, como



Las rectas trazadas desde el centro de la semi—cir-
cunferencia a la recta real determinan una biyec-
cion.
Proposicion 3.—
10,1 [ 10, o<p[
La biyeccion f(x) = x/I-x suministra el resultado.
Proposicion 4.—

[0,1] [0 1] 10, 1]

Demostramos primero que [O,1 ]p |0, ||
mediante la biyeccion f: [O, 1| ] -——- >[0, 1]

definida del siguiente modo;
rin+lsiX=1nn£ IN- i ol

NsiX™M IImMnéIN- f0)

Ahora que[ 0, 1[ 'x, ] 0, 1] mediante la biyec-
cion f: [O, I[ —>] 0, 1] donde f(x) =1 - x.

Proposicion 5.—
Vxe?(R), la,b[ CX,X.x|R.
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Como X X, X es coordinable con una parte
fR » y en consecuencia X4/R . Como se ha

demostrado que /R ] a, b [, parte de X por hipo-
tesis, se tiene que |R.”™ X. Luego por el teorema de
Bernstein, X  |R,

Esta proposicion tiene mucho interés, porque
la estructura de X puede ser muy compleja.

Proposicion 6.—

[0,1 [2 "VVfoOj] |

Sea X =[ 0, 1[2. Entonces [ 0, | [ {o} C

X. En consecuenua en virtud de proposicion de-
mostrada, [ O, 1[- {OJ X, Pero [0, I[- {0

X2 (0, 1[' Luego [ O, 1f X. Sélo hay que
demostrar ahora que X~ [ 0, 1[, para que el teore-
ma de Bernstein nos dé el resultado que buscamos.

Considérese ahora la aplicacion f;X —>[ 0,
I[ definida asi: f(x, y) = z,donde x =0.xiX2X3
ve'y = Oyi y2y3-..., Yy Z = Oy X2y2. ..
Esta aplicacion es inyectiva. Luego X [ 0, 1]

Por induccion matematica, esta proposicion

puede generalizarse para cualquier espacio
n-dimensional.

190



Proposiciéon 7—
X X2 'X. Y2

Es una aplicacion de la compatibilidad. En
efecto, si X 'x. Y. 3 f-X-—>Y, biyeccion. Entonces

la aplicacion ¢:X2 —>Y2 definida del siguiente
modo; g(x, y) =(f(x), f(y)), es una biyeccion.

Definicion TL_(Potencia del continuo)

c=TemT

Proposicion 8.—

El conjunto de los numeros irracionales tiene
la potencia del continuo.

Se ha demostrado que es infinito enume-
rable y que I/i. tiene la potencia del continuo.
Como los irracionales son el conjunto /R-<P , N0
pueden ser finitos, puesto que si lo fueran los reales
serfan infinito enumerable. En consecuencia esa di-
ferencia es infinita. La proposicién 10 del capitulo

segundo nos garantiza que XI'/R ¢ lgual-
mente lo hace la proposicion 11 del capitulo segun-
do, puesto que . De este modo se des-

carta la posibilidad de que los irracionales tengan
una potencia innumerable entre y C.
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Proposicion 9.—

El conjunto de los nimeros trascedentales tie-
ne la potencia del continuo.

Como los reales son los algebraicos méas los
trascedentales, el mismo raciocinio de la proposicion
anterior es valido en este caso, puesto que se ha
demostrado que los algebraicos son infinito enume-
rable.

Esta proposicién es verdaderamente impresio-
nante. Fuera de ir y de e, no hay mas trascenden-
tales bien conocidos.

Obsérvese también cémo las dos proposiciones
anteriores son tipicamente de existencia.

Proposicion 10.—

Si a un conjunto innumerable se le quita una
cantidad finita o infinita enumerable, el resultado
sigue siendo un conjunto innumerable.

Es suficiente considerar s6lo el peor caso, a
saber, cuando se resta una cantidad infinita enume-
rable de elementos. El resultado tiene que ser infini-
to innumerable, porque si fuera enumerable también
lo seria la unién de la diferencia con el conjunto
restado, que es el conjunto original, contradicién-
dose la hipotesis de que este es innumerable.
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Observacion:

Antes demostramos que a un conjunto infinito
enumerable se le puede afiadir un conjunto finito o
infinito enumerable sin que eso cambie el cardinal
del conjunto original. Pero no se puede restar un
conjunto infinito enumerable de otro que también
lo sea y obtener siempre uno infinito enumerable.
La proposicion anterior nos permite hacer tal resta,
siempre y cuando se trate de un conjunto innumera-
ble.

Otra observacion pertinente es que la proposi-
cién anterior no sustituye las que prueban que los
irracionales y los trascendentales tienen la potencia
del continuo. La proposicién anterior nos dice Uni-
camente que son innumerables.

Proposicion 11,—

Considérese la aplicacion f: IR defi-
nida asi: f(x) = y <x}

Esta aplicacion es inyectiva, porque sean
A2 fe que xi X2 y donde, por ejem-
plo, Xi < X2. Por una propiedad conocida de los
reales, sabemos que y Ly M2
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Entonces ye f(x2) pero y f(xi). Luego f(xi) 4
N("2)- De esta aplicacion se deduce queiR"P
Como los racionales son infinito enumerable, tene-
mos que ¢ 4- 2>

Por otra parte, sabemos que C(IN) el conjunto
de las funciones caracteristicas definidas sobre IN ,

es coordinable con IN ), cuya potencia es
2N =2«0
Definimos una aplicacién F:.C (IN) ----- i>[ 0,

1] del siguiente modo: F(0 = O.f(I) f(2) f(3). ..
Esta aplicacion es obviamente invectjy® Luego
C(IN) [ 0, 1], de donde UIN) [S])TO0, logue
es Jo mismo, 27 c. Por el resultado anterior y el
teorema de Bernstein, concluimos en que 2i% =c.

Otra demostracién de esta misma proposicién
es la siguiente: Considérese la aplicacion f: y (IN)
—>[ 0, 1] definida asi: f(A) = 0.dj d2 da d4 .. .,
donde

i3sinéA
A =

I 5sin”A

Cualquier otro par de nimeros puede servir, siempre
y cuando ninguno de los dos sea 9, Porque esta vez
descartamos las sucesiones infinitas de 9.
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Como f es inyectiva, tenemos que (IN)
~[0,1], y en consecuencia que 20 c.

Ahora considérese la aplicaciéon g | 0 1[—>
N(IN) definida asi: gx) = ne IN : )]
Tenemos que considerar que X estd expresado
en su expansiéon binaria. También la funcién g es

inyectiva . Luego [ 0, 1[ iN ). De donde ¢
<< 270- Por lo que, en virtua del resultado anterior
del teorema de Bernstein, tenemos que 27 = c.

Proposicion 12,—
Sea F = 1f: fes una funcién real definida en
10, 1[ J EntoncesF.

Desde luego ]0, 1[ 4" F, en virtud de la
aplicacion g;] 0, 1[ —> F definida asi; g (x) f:
10,I[ - donde y 10, I[,fly) = x. Es
decir, g aplica cada real de ] 0, 1[ en la funcidn
constante que tiene como Unico valor ese real. Y
estas funciones constantes son, daro, una parte de

Ahora demostramos por absurdo que ]O, 1[qC
F. Para eso, supongamos lo contrario, a saber, que
10, L[ -Xy F. De aqui se sigue que debe existir una

aplicacion 10, 1] F, donde ijJ (x) =
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Construimos ahora una funciéon O definiéndo-
la asf:

10,1 [ ¢ 4R,0(x) = fx(x)+ 1

Es decir, dado un x é.] 0, 1[, buscamos la
funcion fx que ip le hace corresponder. Vemos don-
de lanza al propio x y le sumamos 1 para obtener el
valor de x por O Luego, V/xg] O, 1[, o
porque diferira de cada una de estas funciones por
lo menos en el valor de x. Luego Ofc F, contra-
diciéndose la hipotesis.
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CAPITULO QUINTO
ARITMETICA CARDINAL

Definiciéon ZL_(Suma para cardinales)

Sea X AY = 0. Entonces
X+Y =XUY

La condicion de que sean disjuntos puede
levantarse definiendo la suma del siguiente modo:

X*Y =(X- I0PHU(Y -fI})

Definicién 2.— (Producto para cardinales)
Xy===

Observacion:

Estas definiciones son independientes del X e
Y elegidos en las clases de equivalencia. Es decir:
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X™AX7)  fXUY =X"UY’
A 3} tHB=XY

En efecto, por la compatibilidad:
XX  XUY'X/X?UY
N ‘v iaxy
Entonces:

ZexUY=>Z \IXUY=»Z'\"X"UY’=>ZeX’UY".
Y reciprocamente. También:
zexnN==z XY Z\"X1Y' =>Zex'.V.

Y reciprocamente.

Proposiciéon 1.—

La suma y el producto para cardinales son
leyes conmutativas y asociativas. Ademas, el
producto distribuye con respecto a la suma.

Es decir, utilizando letras griegas para los
cardinales:

a) at +a
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b) 0i3=3«

c) w+(3+7)=(01+j3)+7
d ay)= («3)7
e) a(3+7)=a3+oty

(@ en virtud de la conmutatividad de la
unién, (b) ~n virtud de la proposicién X Y X.
(¢) y (d) en virtud de la asociatividad de la unién y
del producto cartesiano respecrivamente. Y (e) en
virtud de la distributividad del producto cartesiano
con respecto a la unién.

Observacion;

La suma
definirse para
factores:

a. =
i~ il
de conjuntos disjuntos dos a dos y donde ij =a.

«i = TTa,
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Proposicion 2.—
Para cualquier cardinal a, 7,\

a) (a Cl3a74X)=** +7</MX
p) € N3a74”) O X

En efecto, sea A, B, G, D, conjuntos tales que A
AG = OyBnD = 0. Entonces f: A UG —
------- » B U D definida del siguiente modo es una
inyeccion:
g(x) si A

) =
h(x) si XérG

Donde gy h son las inyecciones garantizadas por las
premisas.

Igualmente, y sin necesidad de la hipotesis de
gue sean disjuntos, f:A ¢+ G---->B'D, definida asi:
f(x,y) =(g(x), h(y)), es una inyeccion.

Observacion:

De cr y 77 Xno se infiere ni que a + 7 4*

3+ X nique 7 Por ejemplo, si n es un
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cardinal finito, entonces es verdad que n <
c 4: c. Y eso no se infiere que nN+c=c<c=
+c. Ninc=c <c= iSoc.

Proposicion 3.—

Para cualquier cardinal infinito a y cualquier
cardinal finito n,

0:0+tn=a
Sea A un conjunto infinito con cardinal oi ,y
A’ una parte infinita enumerable de A. Ademas, sea
N un conjunto finito, con cardinal n. Podemos

suponer que A y N son disjuntos. La proposicion
guedarad demostrada probando que N U A A,

En efecto, la siguiente aplicacion, ilustrada en
el diagrama, es una biyeccion: :N U A —»A

ai siX e N, donde ai e A’

f(x) = Sj+k sixeA’

thineA—A’
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Proposicion 4 —

kk

j+k

Para cualquier cardinal infinito

A"

aj +k

Como A*{0} 'X/Ay A 'f1) 'VA, donde el
y como ademas son disjuntos,
solo hay que demostrar que

cardinal de A esoc

A-fO) UA fIJ x. A

SeaF= j f-.gxc A, X (O UX

F:fO.
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Porque como A es infinito, contiene una parte
infinita enumerable que podemos Ilamar B.

Entonces es verdad que 3 f:B1fOl U B-{ 1!
B por proposicion demostrada. °

F estd ordenado por extension. Una funcién
es extension de otra si ésta es restriccion de la
primera. Ademas, F satisface las condiciones del
lema de Zorn que dice: Todo conjunto ordenado tal
que cualquiera parte suya totalmente ordenada esta
mayorada, tiene maximal. Efectivamente, dada una
parte de F totalmente ordenada, la unién del
dominio de definicién de las funciones determina
una funcién que es extension de todos los
elementos de la cadena. Esto significa que F tiene
maximal. Llamémosle g a este elemento maximal y
a su rango, que coincide con su conjunto de llegada,
A

A — A’ es finito. Porque si fuera infinito
contendria una parte infinita enumerable, que
podemos llamar Y, donde Y- {0} UY-fl| X
Y. Combinando g con la biyeccion que garantiza
esta coordinabUidad, tendriamos una funcion mas
extensa que ¢, contradiciéndose su caracter de
maximal.
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Ya sabemos que A”. £0} U A’ {"1) 'v A

por g. Para terminar, habria que afiadirle a
A’ los elementos que le faltan para convertirlo en A,
pero como sabemos también que sélo hay un
numero finito de ellos, esta adicion, en virtud de la
proposicién anterior, no cambia el cardinal de A’

Proposicion 5.—
Si 0; y (3 son cardinales en el que por lo

menos uno es infinito, y 7 es igual al mas fuerte de
ambos, entonces:

u+ N =7
Como 7 es igual al mas fuerte, tenemos que
<7, 7' de donde oi +/3 N7 'y, que por la

proposicion anterior dar: Oi+/3 ¢.y". Como por otra
parte tenemos que Yy es igual a uno de los sumandos,
7 < 0i p. Entonces, por el teorema de Bernstein:

at/?=1.

Proposicion 6.—

Para cualquier cardinal infinito oi:

0o = a

Solo hay que demostrar que A'A '\, A, donde
A es un conjunto infinito con cardinal Of.
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Sea F el conjunto de todas las biyecciones
entre X-X y X, para algin X C A. Como A es
infinito, contiene una parte infinita enumerable y al
menos para esa parte existe una biyeccion tal.

Luego FNO. F esta ordenado y satisfacelas
condiciones del lema de Zorn. Lue-
go contiene una biyeccién maximal g cuyo
dominio es A™*A’ y cuy”rango es A’, donde A' g
A. De aqui se sigue que A’ A. Vamos a demostrar
que A’ z_ A ¢iondufe a una contradiccion y que en
consecuencia A’ = A y en consecuencia que A1A X,
A.

Supongamos que A’ z. A. Luego A’ 4. A De
donde A’ A. Entonces, por la proposicion 11 del
capitulo segundo, A — A’ X/ A. Como A es infinito,
A - A’ también lo es y contiene una parte infinita
enumerable Y. Se ha demostrado que Y -Y ', Y.
Luego, combinando g con la biyeccidon que garantiza
esta coordinablidad, se tiene una funcibn mas
extensa que g, contradiciéndose el que g es
maximal.

Observacion:

Las proposiciones 4 y 6 pueden generalizarse.
La 4, para cualquier nimero de sumandos, siempre
y cuando este nimero sea mas o tan débil como
a. La 6, para un namero estrictamente mas débil
que a.
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Proposiciéon 7.—

Si ay i3 son cardinales en el que por lo me-
nos uno es infinito y 7 es igual al mas fuerte de
ambos, entonces

al? =17

a 7 por hipotesis. Luego aj3.
yy. Como por hipétesis 7 es infinito, la proposicion
anterior nos'permite afirmar que 0i j3 ~7. Por otra
parte, 7 Oi* 3. Luego, por el teorema de
Bernstein, a3=y

Observacion:

Por la proposicion anterior y el correspondien-
te de la suma, se obtiene esta aplicacion: Si O y 13
son cardinales en el que uno de ambos por lo menos
es infinito, entonces: a+"=aP

Proposicién 8.—

Para cualquier cardinal finito n, n <

Desde luego n Kg. En efecto, sea N un con-
junto finito con n elementos, N es coordinable
con ms(n-1), coordinable a su vez con una parte de
IN * Luego N IN vy por tanto n 4= + So6lo
hay que demostrar que n justamente N 9C
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IN, porque de serlo N seria infinito, contradiciéndo-
se la hipétesis.

Proposicion 9.—
Para cualquier cardinal infinito o:
Oi

Efectivamente, como A, cuyo cardinal es Oi,
es infinito, contiene una parte infinita enumerable,
coordinable con IN. Luego o:

Definicién 3.- (Exponenciacién para cardina-
les)

olS -AB
Donde A® es el conjunto de aplicaciones de B en A.
Proposicion 10.—
a) oi
b) ayfiy=(a(3)y
0 (@My=aty

Para demostrar (a) hay que probar que A"
AG /V A® UO- Y eso se prueba con la siguiente
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biyeccion 0;AB A g AB U G- tal que 0 (f,g) =
h. Donde n: B UG definida del siguinte
modo:

f)siX B
h(x) =
g(x) sixéeG

Se considera, por supuesto, que B y G son disjun-
tos.

Para demostrar (b) hay que probar que AG
BG X/ (A’B)G- Definimos una biyeccion 0 'AG.
BG —*(A’B)G. del siguiente modo:
0(f, g) =h. Donde h: G----- 9A-B, definida asi:

hG)=  (F().90())
Por ultimo, para demostrar (c) hay que probar
que (A®)G ab g. Definimos 0: (AbJg

—>AB + "O0(O=gf donde g: B-G-—->A, g(x, y) =
F(x), y donde F = f(y).

Observacion:

Esta definicion de la exponenciacion coincide
con la multiplicacion repetida.
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